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7. Décomposition DN d’une matrice

La diagonalisation d’une matrice est par exemple utile lorsque 1’on cherche a calculer une puissance
symbolique, une exponentielle, ou encore lors de la résolution d’un systéme différentiel. Cependant,
toutes les matrices ne sont pas diagonalisables.

Pour étre en mesure de traiter correctement les questions précédentes, nous allons commencer par
mettre en place une méthode de décomposition d’une matrice en somme d’une matrice diagonalisable
et d’une matrice nilpotente.

On cherche ici a obtenir une décomposition d’une matrice (a coefficients numériques) sous la forme
M=P(D+ N)P‘1 avec D diagonale, N nilpotente, D-N =N-D.

N.B. Il est ensuite facile de calculer D'=P-D-Ptet N'=P-N-P71.
On obtient ainsi M= N'+D’, D' diagonalisable, N’ nilpotente, et D’-N'=N’-D’.
Mais nous utiliserons plutét la forme M = P(D + N)P_1 dans les calculs de ce chapitre.

Dans ce qui suit, on suppose que M € M, (K), et on note u I’endomorphisme canoniquement associé a
M.

7.1 Résultats utiles

Nous allons utiliser principalement les résultats suivants :

1. Si E=E @ - ©®E, et si chaque E; est stable par u, alors la matrice de u dans une base associée a
cette décomposition est diagonale par blocs, ¢’est-a-dire du type

B, 0 - O
0 B ° :
: .0
0 - 0 B,

avec B; M, (K), nj =dim(E;).

2. Si f et g sont deux endomorphismes tels que fog=geo f, alors le noyau et I’image de g sont
stables par f.

3. Soit P le polyndme caractéristique de u.
Le théoreme de Cayley-Hamilton et le théoréeme de décomposition des noyaux montrent que si
P(x)=(-1)"(x —ay)™.. .(x - ap)n” , avec les a; deux a deux distincts,
n n
alors E = ker(P(u)) = ker(u—ay1d)"™ @ - @ker(u—apld) *.
L’espace est somme directe des sous-espaces caractéristiques.

4. L’utilisation des deux premieres propriétés permet de montrer que dans une base associée a cette
décomposition, la matrice de u est diagonale par blocs.

- n A
(Il est clair que u commute avec (u—ayld)™, comme avec tout autre polynoéme en u).

7.2 Description de la méthode utilisée pour la décomposition

Voici comment obtenir la décomposition recherchée a partir de ces propriétés en utilisant la
calculatrice.

1. On commence par calculer le polyndme caractéristique de la matrice M en utilisant la fonction
charPoly.
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On factorise le polyndme obtenu sous la forme

n n n
det(M—x.1)=(-1)"(x—aq)"™...(x—ap) *
Ce travail est fait par une fonction Ifactor qui retourne la matrice

n

(x—aq)™ (x—ap) P
a]_ cee ap
n Np

D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton et le théoréme de décomposition des noyaux,
E = ker(P(u)) = ker(u—a1d)™ @ - @ker(u—ay, Id)np :

Soit E; = ker(u—a; I)ni ’espace caractéristique associé a la valeur propre A = a;.

11 est possible d’obtenir une base de cet espace caractéristique en utilisant la fonction kernelbasis,
décrite page 9.

Cette fonction retourne une matrice, formée par les composantes des vecteurs d’une base du noyau
de la matrice fournie en argument.

En concaténant les matrices obtenues pour chaque espace caractéristique, on obtient la matrice de
passage P vers une base associée a la décomposition en somme directe.

On calcule alors T=P~1- M- P a ’aide de la calculatrice.
C’est la matrice associée a U dans cette base. Comme nous 1’avons vu, cette matrice est toujours
diagonale par blocs.

BL 0 -~ O
0 B .
=l .0
0 0 Bp

Le i-iéme bloc de la diagonale correspond a la matrice de la restriction de u a E;.

On peut aussi construire la matrice diagonale D formée par les valeurs propres de la matrice M,
chaque valeur a; étant répétée k; fois.

On calcule ensuite N=T —D.

¢ 0 - 0
. C,
Cette matrice est du type N = ol
0 - 0 Cp

avec Cj = Bj —a;l, , matrice de la restriction de u—a;ld & E; = ker(u—a; I1d)™.

max(nyy....N, )

On a donc en particulier G;" =0, ce qui entraine que N =0.

La matrice N est donc nilpotente.

aylp, o - 0
0 az|n2
De plus la matrice D=| . . 0 commute avec N :
0 0 aplnp
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al,C, 0 0 aC, 0 - 0
0 I.c, . i 0 aC :
D-N=| . a“Z, = . =N-D
: . 0 : - 0
0 0 ap|anp 0 ~ 0 aC,

En conclusion, on a obtenu P, N et D telles que M =P(D + N)P_1 avec D diagonale, N nilpotente, et
D-N=N-D.

7.3 Exemples d’utilisations du programme de décomposition

La décomposition DN d'une matrice est effectuée par le programme dn de la bibliothéque linalgcas
(voir chapitre 15). Les matrices P, D et N sont mémorisées dans les variables 6p, 6d, 6n en vue d'un
éventuel usage ultérieur.

M 11
[ ] =
17111

*Non enregistré <

A
ml1
Cette matrice est diagonalisable
linalgeas dnim1) Bd= {0 0}
5
Valeur(s) propre(s) : 0 &
- epz 1 1:|
62=2
) ) ) Termine
Cette matrice est diagonalisable
L il ™ W
12 2/99

On obtient ici une matrice diagonalisable (N =0).

w30 A T

0 4
e My=[1 0 -8
1 5

*Non enregistré <

3
3]
]
o = O
'
oo W

w

linalgcas dnlm 2‘| I
Valeur(s) propre(s) :
61=1
62=2

M ~ 8n+8d v
1/4

© Texas Instruments 2012 / Photocopie autorisée
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*Non enregistré <

B1=1

82=2

M ~ Bn+8d

8d diagonale et Bn nilpotente
0 0 O

On=|y . -4|. Gorder=2
09 6
[1+ a ol

v

U -0
0 9 6
100
8d=1p 2 o
10 0 2
fre ‘(')”‘ I
1 0 1
Op=
1
£ -1‘
1/4

o
'S
= 00

'
o oW
o

s

O
1]
By
Lok
Ll

7

Termine I

N

4/99

En conclusion

avec

Cette matrice n’est pas diagonalisable.
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1 1
o M3 =|-1 2
1
*Non enregistré < - *Non enregistré < Eal] >
@
1; 1 1 0 {
m3.= 03=2
-1 21 12 4
1 01 0 1 Cette matrice est diagonalisable
linalgcas \dn‘imﬁ‘)l 8d= . g
Valeur(s) propre(s) : 5
01=1+7
82=1-7 Bp= !
831=2 ™ ~
1/6 1/6

*Non enregistré <

111
Op=|i - 1
i1
Terminé
O 000
000
000
™
7/99
On obtient
M; =P(D+N)P!
avec

1 1 1
P=|i i

P
Il
1 O O
o O
o O O
o O O

La matrice est donc diagonalisable.
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8. Calcul des puissances symboliques

Le calcul des puissances d'une matrice est effectué par la fonction pwrmat de la bibliothéque linalgcas
(voir chapitre 15).

8.1 Méthode de calcul

On utilise le programme de décomposition dn, puis on utilise la formule du binéme de Newton.
Le calcul des puissances symboliques de la matrice diagonale D ne pose aucun probléme.

On utilise ici ’opérateur A qui permet d’élever chaque élément d’une matrice a une puissance
donnée. Dans le cas d’une matrice diagonale, et dans ce cas seulement, d .~ nestégal ad~n.

Pour la matrice N, on effectue seulement le calcul de puissances entiéres numériques, en se limitant a
I’ordre indiqué par la variable 6order.

Le résultat du calcul est placé dans la variable globale ew.

8.2 Une astuce utile

On utilise la variable entiére spécifique n1 (symbole n accessible dans la palette de caractéres
[etri ] '8°)), qui permet de faire des calculs corrects de puissances symboliques, en particulier avec les
puissances d’entiers négatifs comme le montre 1’écran ci-dessous :

11 13 *Non enregistré <

. 19, " " & a1 1"1":
1+(-1)2'" Erreur : Resultat non reel

’ 1. o)
el 0t 2

2/99

On comprend mieux le premier résultat si on passe en mode complexe :

1118 *Non enregistré < m
(-1)2' 7 cosh2' n ml+sin(2: - 7):
1+{-1)2' " cosl2- n- m)+1+sin(2-n-7)- &
14(-1)2 01 2
3/99

& Le résultat du calcul est “apparemment” complexe.
La calculatrice “ne sait pas” que n est un entier. Elle ne peut donc pas simplifier cos(2nr) et
sin(2nrx). )
En mode réel, I’obtention d’un résultat faisant intervenir (—1) provoque [’apparition du message
d’erreur obtenu sur [’écran précédent.

© Texas Instruments 2012 / Photocopie autorisée


https://resources.t3europe.eu/t3europe-home?resource_id=3599&cHash=325033cadc751a1c4c12c24bb0ad9507f

Calcul matriciel 21

8.3 Exemples d’utilisation

Voici quelques exemples d’utilisation de notre programme :

| 1.1 |> *Non enregistré < Eofll x|

T 1l =
linalgcas !vm‘matlll 1}) o1 ,nl |
L1 1)
2 )
snl .nl

2 2
™
1/99

*Non enregistré <

o1 5 01 5|4

*Non enregistré <

00 4 0
%> mi P
me=l1 0 -8 10 -8 linalgcas\pwrmatim 2}
015 15 . . . ,
- +4 (2n1-4) 244 (4 n1-4) 2" 44
linalgcas\pwrmatim2) : ]
R \ pfo _4 (5-3-n1) 2" -4 (4-6 n1) 2"-4
(n1-3)- 244 (2-n1-4) 2™M+4 (49 ‘
 3nr1 ; ; : o
[4— 2Mog (s-3-n1) 2M-4 (4 "v1 (nr-1)-2M41 21204
n1 ) -
=)oy (az-1) 2™y 2 m | c
273 3/99

[
L [cosl —-sin n1
""nl-nil') 2 - _;Jl‘  (n1x) ) fn1 n) 2
cos 2 < cos |—sm | g =
L 4 2 2 ni .nl 4 | 4 |
[ ] f ¥ e 2 2 B 2
wr | Ipral Ipral™ ~
15 15

9. Exponentielle d’'une matrice

Le calcul de exp(t M) est effectué par la fonction expmat de la bibliothéque linalgcas (voir chapitre
15).

9.1 Méthode utilisée

Soit M une matrice carrée et t un scalaire, on se propose de calculer exp(t M).

Cela sera particuliérement utile pour étendre les possibilités de la TI-Nspire CAS dans le domaine de
la résolution des systemes différentiels.

1. Comme dans le programme précédent, on commence par déterminer les trois matrices P, D et N en
utilisant le programme dn.

2. On calcule exp(t D), ce qui ne pose pas de probléeme.
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3. On calcule ensuite exp(t N) a partir d’un développement en série entiére tronqué a 1’ordre 6order.

4. On peut ensuite utiliser le fait que exp(A+B)=exp(A)-exp(B) lorsque A-B=B-A et
eXp(P A P_l) =P-exp(A)- P~L pour calculer I’exponentielle de t M.

5. Le résultat du calcul est placé dans la variable globale ew.

9.2 Exemples d’utilisation

Voici les résultats obtenus lors du calcul de exp(tM) pour les matrices m1, m2 et m3 définies
précédemment :

*Non enregistré <

ml1 11

9. 9.
gtk if oot g
1 1] - +
— 2 2 2 2
linalgcas \e.\pmat{m 1) ] A
- - linalgcas\expmatim2)
e- e 1 : s 1A, - ¢ W
» 2 2 2 (2:0-3) €2 T+a-ef (4 1-4) e? T4a el |
& < “ <~ r ) . 3 ) 0. r
oo By (4-3-2)- e“ !-4 ' (567 e -aef [’
e~ 1 e~ 1 A 2t ¢ - vo2ep ¢
it A [-1)- e +e (2:2-1)- e* '+e I
o ~ ~
17 8/99
i) *Non enregistré < {ﬂﬂ 4) *Non enregistré < X
—y ~ : —y ~
linalgcas \e.\pmatl_/nj’," M linalgcas\expmatim3) M
o ;o Lo 2 i B - % R
¢ o e“' ! efcosle) el sinld e fe) el sinle) e*? el cosld) el sinls)
e’ cosly) - + —_— —+ - -
2 2 2 : 2 2 2 2
s ) . o i . o B . o
¢ . e €° I el cosled efsinld e 3 ‘:l.r,‘i el -sinlf] e* ! el cosls e sinlsl
-e" - sinlz] + + — —+ - +
2 2 2 Y 2 2 2 2
5, (o % g o0 g - T
. sinld) e’ ! el coslt) elsinls) e de] e’ sinle) e“! e cosld) e sinld
e sinif = = - - + S
2 2 2 ‘ ! 2 2 2 2 !
4 -
19 19

10. Reéduction de Gauss et inversion pas a pas

Comme nous I’avons vu, la TI-Nspire CAS dispose des fonctions ref et rref pour déterminer une
réduite de Gauss d’une matrice. Il est également possible de déterminer directement I'inverse d'une
matrice.

Vous trouverez également dans la bibliotheque linalgcas deux programmes permettant de faire ce type
de calcul avec un affichage de toutes les opérations nécessaires.

Voici deux exemples d'utilisation de ces programmes.
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10.1 Exemple d’utilisation du programme de réduction

La réduction de Gauss par étapes est effectuée par le programme gausstep de la bibliotheque

ER

linalgcas.
‘ 1.2 A4 *Non enregistré < m .
m: =constructMat|:i+j,r'J, 3,3) 2 3 42
345
4 56

linalgcas \gausstep(m )

= W o
U W
v

6

ligne 2=ligne2—

3-lignel

g1 12 3

ligne3=ligne3-2- 1igne7|

2 3
-1
0 — -1
2
0 -1 -2 L
12

ER

ligne2

ligne3=ligne3-

™

12

4 2 (A
345
14 5 6
3: hgnel'
ligne2=ligne2—
SRR 2.4
2 3 4
#1
0o — -1
2
4 5 6 ™
12

g1 12 3

*Non enregistré <=

2
“1
ligne3 e ligne2
2 3 4]
0, #1 =2
=1
0 == =1
2 L
12

ER

2
2 3 4
Q5L 22
00 0
Rang = 2
Termine
d
2/99
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10.2 Exemple d’utilisation du programme d’inversion

L'inversion d'une matrice par la méthode des opérations élémentaires est effectuée par le programme
inversestep de la bibliothéque linalgcas.

‘m IBcR > *Non enregistré <
] i

‘m IBcR > *Non enregistré <

. 1 o 2 A
linalgcasinversestep| 1 1 3 01
-1 ;‘ ligne 2=ligne 1+ligne2
1 [ 1
1 =10 1 =10 I
2 2
2, 3 0 1 7
0= 4 2
1 2
1 — 10 5
2 ~ Rang = 2| v
m”n m”n

7

7

Cette matrice est inversible ] 0 z 1 1
2
) ligne2 -
lignel=lignel— 2- ligne2
ligne2=——m"
Pt [ | R A A
7 7 I g i S
7 1 7 7
0= 1 i1 5 7
5 2 2
......... Baisnaniniad 0 7 = -
2 liene? s L ks 7[ W
m m

v

6 1
Bmatinv=| 7 7
2 2
= I -1 6 -1
7 7 L L 51
- 7
Terminé 4 ; 2 2 !
™ 7 7l
1/99 12
Vérification.
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Exercices

Calcul matriciel et suites récurrentes

Calculer la valeur exacte, sans programmation, mais a l'aide d'un calcul matriciel, du terme uyqg de la
suite de Fibonacci : ug =1, uy =1et ¥n>0, Upp =Upyg +Up.

Matrices semblables

2 1 1 0 0 4
Les matrices A=|0 0 -2|{etB=|1 0 -8| sont-elles semblables ?
01 3 01 5

Matrices a parametre

a+l 1 -1
Pour quelles valeurs du paramétre réel a, la matrice M =|2a+2 2 -2 | est-elle diagonalisable ?
2 -1 1

Equation matricielle

11 -5 5
Trouver les matrices M telles que M2=|-5 3 -3|
5 -3 3

Indication. On pourra commencer par montrer que si A et B sont deux matrices de M,, C telles que

A admet n valeurs propres distinctes (et est donc diagonalisable) et B commute avec A, alors B est
également diagonalisable, dans une méme base de diagonalisation que la matrice A.
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Solutions des exercices

Calcul matriciel et suites récurrentes
Ug
Ul '

u 0 11 u u o 1"
on écritque[ ”+1}=[ }[ n }d‘ou[ n }z[ }
Uni2 ] [1 1] [Unp Upsa] [1 1

Il est alors facile de calculer uyqg.
1
nE

Un calcul de ce type ne pose aucun probléme a une TI-Nspire CAS.

] BB

210011 [573147844013817084101]
1 927372692193078999176

100
C'est la premiere composante du vecteur

*Non enregistré <

™
2/99

Matrices semblables

Voici une correction utilisant les fonctions de base de la calculatrice. On peut facilement vérifier que
les valeurs propres de A et B sont 1 et 2. Le calcul suivant montre que A est diagonalisable (elle admet
un polyndme annulateur scindé a racines simples).

m 2.1 A4 *Non enregistré <

3 1 1] 21

@50 0 -2 00 -2 > —
0 1 2] 01 3 factorl_charPoly(a,x,',x,l -f_x—2)2~ fe=1]
00 4 00 4 factor{charPoly(b,x) x) LI
b={1 o -8 10 -8
01 5] 01 5] la-1)-la-2) 000
000
| 000

< | v

2/99 M Le scalaire a été multiplié par la matrice unité.

En revanche B n'est pas diagonalisable. Si elle I'était (B— 1)(B —21) serait nul.

On peut aussi le montrer en étudiant directement les espaces propres de A et B associés a la valeur
propre 2 (voir écran de droite ci-apres).
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‘ 2.1 3 *Non enregistré < {ﬂﬂ ‘ 2.1 A *Non enregistré <
factor'.:charPoly[ﬁb,xj',_.\‘:' a1 = linalgcas \kernelbasisla-2) 102
. - : EEa T Ol 1
(@-1)-la-2) 000 g
0 -1]
000 ] — 5 -
000 /malgr:as\kfzrnellm.m‘[_b—2:I 1
- -2
(b-1)- (b-2] 2 4 8 o
3 -6 -12 2
1 2 4 2
2
6/99 /8

En conclusion, A et B ne sont pas semblables.

Matrices a parametre

Pour résoudre cet exercice, nous allons utiliser les idées suivantes :

1. Si une matrice M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples, alors elle est
diagonalisable (son spectre est alors inclus dans I’ensemble des racines de ce polynome).

2. Si M est diagonalisable et si son spectre est {4, 4,..... 4.}, (X =4 )(X =4,)-(X - 4,) est
un polyndme annulateur de M.

En particulier, si le polynome caractéristique de M est B, =(X —A41,)" (X = 4,1,)" (X =4,1,)".
il suffit de calculer le produit (M —A4,1,)(M —ﬂqln)---(M —ﬂpln) pour savoir si la matrice est, ou
n’est pas, diagonalisable. Si on obtient la matrice nulle, la matrice est diagonalisable. Dans le cas

contraire, elle ne 1’est pas.

Calculons le polynéme caractéristique de la matrice M proposée dans cet exercice. On peut vérifier au
passage le théoreme de Cayley-Hamilton. Voir écran ci-dessous, a gauche.

Ici, Ry ==X (X -1)(X —a-3).

e Si a+3 est différent de 0 et de 1, c'est-a-dire a=-3 et a=-2, M possede trois valeurs
propres distinctes et est donc diagonalisable.

e Si a=-2, Py =—X (X -1)’. Le premier calcul fait dans 1’écran de droite montre que le

polyndme X (X —1) n’est pas annulateur. M n’est pas diagonalisable.

e Si a=-3, B, =-X?*(X-1). Le second calcul montre que le polyndme X (X -1) est
annulateur de M scindé a racines simples. M est diagonalisable.

‘m ERN > *Non enregistré < {ﬂﬂ ‘m ERN > *Non enregistré <

N a+l 1 -1 a+l 1 -1| plm) o
Mm=2-q+2 2 -2 2-a+2 2 -2 — =
2 11 2 11 m-\m-1)la=-2 2 1.+1
) . 4 2 -2
plx).=charPolylm, x| Terminé 0 0 0
factorl'ﬂ:x_]!,x?l “x- {x-1] lx-a-3) m-\m- 1:'Ia=- 3 00 0
plm) 0 000
| 00 0
= | v
4/99 A Le scalaire a été multiplié par la matrice unité.
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On peut le vérifier en cherchant la dimension des sous-espaces propres correspondants. Pour a=-2
c’est 1 qui est valeur propre double, alors que pour a=-3 c’est 0.

‘ [ 3.1 ‘ » *Non enregistré <=

V V V w
000
linalgcas \kerne/basis[m— 1J la=-2 1]
5
0]
linalgcas errnelbaszs[:m:'|a=- 3 L 0-
01
-2 1]
W
8/99

M est diagonalisable pour tout réel a=-2.

Equation matricielle

Il est facile, par exemple en utilisant le programme diagonalization, de vérifier que la matrice est
diagonalisable et que ses valeurs propres sont 0, 1 et 16 (la matrice est symétrique réelle... le fait
gu'elle soit diagonalisable n'est donc pas une surprise).

‘m FRN > *Non enregistré < bofl] <

'
=

eP

linalgcas\dia gonahzanon'iai'
Al=0
Réduite de Gauss de M-\l

3 lv||—l;,,|

10 0
01 -1 S Polynéme minimal o
12 12

Cette matrice A ayant trois valeurs propres distinctes en dimension 3, il est facile de montrer que toute
matrice qui commute avec A est elle méme diagonalisable, dans la méme base de diagonalisation que
A. (Il suffit de remarquer que chaque espace propre est de dimension 1, et qu'il est stable par toute
application linéaire g commutant avec l'application linéaire f associée a A. En particulier, si u est un
vecteur propre associé a A, alors g(u) est dans le méme espace propre, ce qui entraine qu'il est

colinéaire a u... ce qui montre que u est vecteur propre pour g).

Or il est clair que si M2 =A, alors MA=AM=M?3 donc M commute avec A, et est donc
diagonalisable dans la méme base que A.

En résumé, ona A=PDP ! et M = PAP L, L'éguation M? = A est alors équivalente a

0 0 O
A2=D=/0 1 0
0 0 16
On obtient ainsi M; = PAiP_1 avec :
0 00 0 0 O
A1=|10 1 0]|,A,=|0 -1 0 |=-Aq,
0 0 4 0 0 4
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0 0 0 00 0
A3=[0 -1 0[,A;=[0 1 0 |=-A;
0 0 4 00 -4

Il reste a calculer les différentes matrices solutions :

m1:=6p- diagl{0,1,4}) gp 311
11 -1
1 -1 1)
m2=-m1 -3 1 1]
1 -1 1

-1 1 -1_I

=

4/99

Im‘m FRN > *Non enregistré <

‘m FRN > *Non enregistré <

¢ \ u Al Al
m3:=0p'diagl‘{O,-lA}J‘Gp 1 ] L3 303 iy
7 5 5 m4.=-m3 7 8 5
3 3 3 3 3 3
s1 5 11
3 3 3 3 3 3
5 11 s 11
3 3 3 I 3 3 3 0
W W
5/99 6/99
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