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Das Problem der Zehn Munzen — Simulation mittels
Programmierung mit Python/Basic

Kurz vor Weihnachten stand auf Twitter die folgende Aufgabe:

Ten Coins (idea S. Phelps via twitter):

Ten coins numbered 1 through 10 on one side
and blank on the other. Toss all ten coins and

sum the numbers. How likely is that the sum is
grater than 45?*

Stephe Phelps simulierte das Problem mit Hilfe
von Python auf dem TI Nspire.

@ tenccoins.py 824

for i in range(1Pp000):

flips=[]

for cinrange(1,11):
r=randint(0,1)
flips.append(r*c)
if sum(flips)>=45:

cnt=cnt+1
totals.append(sum(flips))

pfint(c nt)
store_list("totals" totals)

£ steve Phelps @MathTechCoach - Dec 30, 2020
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the numbers. How likely the sum is greater than 45? @pbalyta @kspry
@j2_718h @tomsteinke @StephenFWest @bcaroscio @KarenCampe

@T3Learr

3Europe

ten coins numbered 1 through 10 on one side,
and blank on the other. Toss all ten coins and
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sum is greater than 45?
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>>>#Running tenccoins.py
>>>from tenccoins import *
420
>>>#Running tenccoins.py
>>>from tenccoins import *
455
>>>#Running tenccoins.py
>>>from tenccoins import *

424

Die Ergebnisse deuten auf einen Wert um 4 Prozent hin.

Betrachtet man die Verteilung von 1000 Simulationen, so liegt es nahe, eine
Normalverteilung zu vermuten, auch der Mittelwert von 27,5 ist einfach zu erklaren.
Die Standardabweichung von rund 9,8 kann man sich mit Hilfe des Statistikmoduls ausgeben

lassen (theoretische Erklarung siehe hinten).

! https://twitter.com/MathTechCoach/status/1344339088678264832?s=20
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totals totals
normCdf(44.5,%,27.34,10.02) 0.0434

Hiermit erhalt man fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit etwa 0,043.

Das zugehorige Konfidenzintervall (berechnet mit dem Eins-durch-Wurzel-n-Gesetz)
ware damit [0,.0118; 0,.075]).
~

1 0.075
0.0434+
1000
1 0.0118
0.0434- [——
1000

Mochte man eine Simulation mit z. B. 1 Million Versuchen durchfiihren, muss man auf das
Speichern der einzelnen Werte verzichten (das Programm bendtigt nur ca. 5 Sekunden):

>>>#Running tenccoins.py

>>>from tenccoins import *

41899

Unter Verwendung des 1/Wurzel(n) -Gesetzes liegt die gesuchte Wahrscheinlichkeit nun im
Intervall [0,.0409; 0,.0429].

1 0.0429
0.041899+
1000000
{ 1 0.0409
0.041899-
1000000

Theoretische Betrachtung
Zehn Munzen konnen auf 21 = 1024 Moglichkeiten angeordnet werden.
Nun muss man nur noch die fir das Ereignis giinstigen Moglichkeiten zahlen:

Fur die Summen groRRer gleich 45 ergeben sich insgesamt 43 Mdglichkeiten. So kann man
z.B. die Summe 52 nur erhalten, wenn die Minze mit der 3 oder die beiden Miinzen mit der
1 und der 2 ,verkehrt herum liegen®.
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Summe Auflistung (der fehlenden) Anzahl
45 10;9+1;8+2;7+3;6+4;7+2+1;6+3+1;5+4+1;5+3+2;4+3+2+1 | 10
46 9; 8+1,;7+2; 6+3; 5+4, 6+2+1; 5+3+1; 4+3+2 8
47 8; 7+1; 6+2; 5+3; 5+2+1; 4+3+1 6
48 7; 6+1; 5+2;4+3; 4+2+1 5
49 6; 5+1;4+2; 1+2+3 4
50 5; 4+1; 3+2 3
51 4; 3+1 2
52 1+2; 3 2
53 2 1
54 1 1
55 1

Summe 43

Sofort erhéalt man P=43/1024 =4,2%.
Damit sind die Ergebnisse der Simulation bestatigt.

Erklarungen zur Berechnung des Erwartungswertes und der Standardabweichung fur die
Zufallsgrofze X: Summe der Zahlen nach einmaligem Werfen.

X =x; 0 k={1;2;...;9; 10}
P(X =x;) 1 1
2

Hiermit folgt E(X) = % und mit Y12, k = 55 folgt als Erwartungswert E(X) = 27,5.

2
Fur die Varianz gilt damit V(X) = £ P(X = x;) - (x — E(X))? =% und mit £3%, k? = 22,

Somit ergibt sich eine Standardabweichung von ¢, = /V(X) = 9,81.

Eine Programmierung in Basic und Ermittlung der Haufigkeiten fir die Summen
von 0 ...55

Das Abzéahlen der moglichen Kombinationen der Minzen fir eine Summe wird sehr schnell
recht kompliziert - die Ermittlung der sog. Partialsummen einer Zahl - ist ein Problem, das
viele reale Anwendungen hat. Die Programmierung erfolgt i.d.R. rekursiv.

Hier bietet sich allerdings der umgekehrte Weg an. Dazu werden alle méglichen Konfigurati-
onen der Miinzen systematisch durchgegangen und die Summe jeweils bestimmt.

Also anstelle alle Wege zu finden, die genau zur Summe 5 fuhren, werden alle 1024 mégli-
chen Ausgange erzeugt und diejenigen gezéhlt, die die 5 als Summe haben.

Die Miinzen kdnnen jeweils zwei Werte annehmen, 0 oder n, wobei n die Position der Miinze
im Wurf ist. Um die 21° = 1024 verschiedenen Wiirfe effizient zu erstellen, werden die
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Munzwirfe zunachst als Binarzahl interpretiert. Es ist praktisch, die Binarzahl von hinten
nach vorne aufzuschreiben.

Der Fall (0,2,0,4,0,0,0,0,9,0) (also die Minze 2,4, und 9 zeigen ihre Werte, alle anderen zei-
gen 0) ist also 0101000010, ware der Fall 100001010, = 2664,

While n>0
erg: :augment(erg,{ remain(n,Z] })
n:=floor{— _ _ . o
Die Abbildung zeigt die Umwandlung in eine
EndWhilg o Zahl zur Basis 2

Im Anschluss wird jede Ziffer der (umgedrehten) Bin&rzahl mit ihrem Stellenwert multipliziert
und die Summe gebildet.

Eine Schleife bearbeitet so alle mdglichen Ausgange von 0 bis 1023. Es ergibt sich folgende
Verteilung:

1024- normPdf{x,27.5,9.8155)

40

30

erg_abs

20

10

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

XX

Nun kann man zur Kontrolle auch eine Uberpriifung der bereits ermittelten LagemafRe durch-

fahren.
}y:=m‘t’cm’ns{)
{1,1,1,22,3,4,5,6,8,10,11,13,15,17,20,22,24,27,29,31,33,35,36,38,39,39,40,40,39,>
dotPlyy,seqn(n—1,56)) 28160
28160 55
1024 2
56 96.25
E :{[xr{r']—Z}'.S}z-)p{f]]
, 1024
i=1
[96.25 9.81071
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Lésungsvarianten
Nutzung von Matrizen
Man konstruiert eine Zufallsmatrix mit 10 Zeilen und z.B. 500 Spalten mittels

aa:=constructMat(randint(0,1)*n,n,m,10,500).

aa:=constructMat(randInt(0,1)- n,n,m,lO,SOO)
(1 0 0 111 100 0 1 1
2 2 0 2 2 2 0 2 2 0 2
33 0 003 3000 0 2
4 4 4 4 00 4 04 4 0 0
055 550 5000 0C

Man erkennt z. B. in der dritten Spalte, dass die ersten drei Minzen auf ,0“ gefallen sind und
die 4. und 5. Miinze den Wert 4 bzw. 5 zeigt.

Mit dem Befehl

countIf (sum(aa, 1, 10),?245) 21

wird die Anzahl der Versuche (hier bei 500 Versuchen) gezahlt, die eine Summe gré3er
gleich 45 ergeben. HielRRe in diesem Fall hatte man eine relative Haufigkeit von 0,042.

Natdrlich lassen sich auch die anderen Falle abzahlen und als Ergebnisliste darstellen.
frequency(mat 4 list(sum(aa, 1,1 0)),seqn(n—l ,56))

Auch eine Abzé&hlvariante mit Matrizen ist moglich, hier soll lediglich der Befehl zur Erzeu-
gung der Matrix genannt werden:

m-1
floor

mod 2

constructM a{ian =1 ,n,O) .n.m,10,2 1 0)

Python
Erheblich schneller als die Berechnung in TI-Basic laufen die Progamme zur Simuation und

Abzahlung in Python (ebenfalls auf dem Nspire). In der beigefiigten .tns Datei finden sich
diese Varianten.
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Es sei an dieser Stelle auf den Artikel von Wilfried Zappe hingewiesen, der das Problem mit
der Variante Lists&Spreadsheet l6st.

Die hier beschriebenen Varianten nutzen bewusst verschiedene Zugange, die ein digitales
Mathematikwerkzeug bietet.

Vorteile der Programmierung (leicht variierbar fir beliebige Miinzanzahlen und beliebig hohe
Simulationsversuche) stehen dem einfacheren Zugang mit Hilfe der Tabellenkalkulation ge-
genulber.
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