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Vorwort

Liebe Lehrerinnen?,

In diesem Heft werden die Wahlbereiche aus dem Lehrplan Klasse 10 thematisiert.

Auch in der Klassenstufe 10 kann ein Lernbereich mit Wahlcharakter im Umfang von zwei
Wochen bearbeitet werden (vgl. Lehrplan Seite IV).”

Es kann aber auch dort, wo sich in den verpflichtenden Lernbereichen Anknupfungspunkte
ergeben, die Mdglichkeit genutzt werden, einzelne Arbeitsblatter zu integrieren.

Die Wahlbereiche bieten Moglichkeiten zur sinnvollen Differenzierung. Es ist auch
mdglich, den Schulerinnen das Material fur Facharbeiten zur Verfligung zu stellen.

Der Herausgeber und die Autoren

"' Wir verwenden im Heft die weibliche Form, die im Weiteren fiir alle Geschlechter gilt.
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Einblick gewinnen in den Zahlbereich der kam- Fundamentalsatz der Algehra
plexen Zahlen

- arithmetische Darstellung komplexer Zahlen

- GauBsche Zahlenebene Woiirdigung C. F. GauR
- Addition und Subratktion komplexer Zahlen geometrische Deutung
- trigonometrische und exponentielle Darstel- =: PH; LK 12 LB

lung komplexer Zahlen

Hinweise fiir Lehrkrafte

Vorbemerkung: Wir geben hier ebenfalls (etwa ab Arbeitsblatt 6) Hinweise flur Inhalte an,
die etwas Uber diesen Lehrplan hinausgehen, aber Einblicke geben in weitere
Rechenoperationen und Anwendungen mit komplexen Zahlen. Entscheiden Sie bitte
selbst, ob Sie diese Erweiterungen verwenden kdnnen/wollen.

Inhaltliche Anregungen haben wir erhalten vor allem aus ,Komplexe Zahlen — Ein
Leitprogramm in Mathematik®, verfasst von Christina Diehl und Marcel Leupp, erschienen
bei der ETH Zdurich.

Einstiegsbeispiel:

Der Einstieg in den Zahlbereich der komplexen Zahlen erfolgt in der Regel durch
Betrachtungen zu notwendigen Zahlbereichserweiterungen.

natlrliche Zahlen - ganze Zahlen: Ausflhrbarkeit der Subtraktion

ganze Zahlen - rationale Zahlen:  Ausfuhrbarkeit der Division

rationale Zahlen - reelle Zahlen: Ausfuhrbarkeit des Radizierens

(x2 = 2 hat keine rationale Lésung),

Einfiihrung von +/2 durch +/2 - /2 = 2, aber auch von 7 und e
reelle Zahlen - komplexe Zahlen:  Unlésbarkeit gewisser Gleichungen
im Reellen

(x* = —1 hat keine reelle L6sung)

Einfihrung der imaginaren Einheit < durch i -4 = 42 = —1

Die imaginire Einheit 4 findet man auf dem TI-Nspire unter der Taste [m]:
3 BIE
o r g

. e i

Fir die imaginare Einheit 4 nicht die Buchstabentaste [1] verwenden!
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Definition:

Es wird eine neue Zahl 4 definiert, welche die Gleichung x? = —1 |6st, das heildt, fiir
die i2 = —1 gilt. Diese Zahl wird bezeichnet als die imaginare Einheit .

Die Festlegung 4 = v/—1 wird nicht verwendet.

Begrindung:
Wenn man < = v/ —1 schreibt, dann besteht die Versuchung, die tUblichen Rechenregeln flr

Wurzeln aus dem Bereich der reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen zu Ubertragen.
Dies fuhrt aber zu einem Widerspruch:

—1=didi=V-1-vV/-1={/(-D)-(-D)=+vV1=1

Die Gleichung —1 = 1 ist im Zahlbereich der reellen Zahlen ein Widerspruch.
Die Schreibweise i = v—1 ist somit irrefihrend und sollte nicht verwendet werden.

Die Rechenregel Va - b = v/a - Vb kann nicht so einfach auf negative Zahlen a und b
Ubertragen werden.

Komplexe Zahlen eingeben und speichern:

o
+
(0¥
~

z1 =243-¢

Das Unterstrichzeichen kennzeichnet z als Variable, die eine komplexe Zahl enthalt.
Es ist nicht obligatorisch, aber speziell bei Gleichungen sehr zu empfehlen.?

Das Unterstrichzeichen _ wird auf dem Handheld eingegeben mit [ctr ][ ] .

2 Siehe Beat Eicke ,,Mathematikrezepte fiir TI-Nspire™ CAS und TI-Nspire™ CX CAS,
Pythagoras Lehrmittel 2011, S.42 - 44
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Operationen fiir komplexe Zahlen:

Die Operationen +, -, *, / und * stehen auch fur komplexe Zahlen zur Verfigung.

Neue und alte Befehle gegenlber gestellt:

S Sm —_— ]

solvc(\‘z—'l,\')
cSolve(\’2='l,\‘)
factorlx2+1)
cyactor(\»zﬂ)
reroslx+2,1)
cZems(.-_2+2,x_)
factor‘,\'2+1)
cFactorlx_2+1)
pyedles oy

CSOIVE(,(_Z— l,.\_J

2
{_\ +{—0 .{r.y}

+y°=0

s, o
{ b }]
W +y “=0 |

solve!

cSolve

-~

fand y_—

I
+

w5

W |-
W |-

2

false

241

(v=i)- (x+4)
{3
{z-il2-i}
41

(i) x_+3)

false

i_-tora_-1i

x—1and y=-1 or x=0 and y—0

L5

1 3
; - 3 e am— ——t— rx = % _ -1 =0z e
K B oy Zand y_ o tora_—landy —lora_-0and y_—0

- -

Funktionen fur komplexe Zahlen:

Die auf reelle Zahlen anwendbaren Funktionen stehen auch flir komplexe Zahlen zur

Verfugung. Neu oder mit etwas anderer Bedeutung sind folgende Funktionen:

|2+3- 4]
real(2+3- #)

imag(2+3- i)

[3%)

conj(2+3- 7)

angle(1+1- i)

w

w |3
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Anzeigeformate fur komplexe Zahlen:

Unter Einstellungen — Dokumenteinstellungen lassen sich drei Formate einstellen:
Reell: Komplexe Ergebnisse werden nur dann angezeigt, wenn in der gestellten
Rechnung eine komplexe Zahl auftaucht oder wenn ein Befehl fir komplexe Zahlen
verwendet wird, z. B. csolve.

Kartesisch: Komplexe Zahlen werden in der Form a + bi angezeigt.

Polar: Komplexe Zahlen werden in der Form r - e*% oder (r2¢) angezeigt.

Umwandlung Normalform - Polarform:

(2+3- 1')>Polar . [T 2))
i |—-tan’|—
2
e 2 - ® \l 13
(2.4+32- £)» Polar 09837 5 ¢4

Umwandlung Polarform > Normalform

. -9
2. e T 2

i 7 143 -4

2. "2
- -

”

+ i

o | w

Die Zeichen ) und 2 befinden sich im Sonderzeichenkatalog [ctr }().
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 1: Die imaginare Einheit

Weil die Gleichung x* = 2 keine rationale Losung hat, wurde durch die EinfUhrung der
irrationalen Zahl v2 durch v/2 - V2 = 2 der Zahlbereich der rationalen Zahlen zum
Zahlbereich der reellen Zahlen erweitert. Auch die Zahl = und die Eulersche Zahl e sind
Beispiele fur irrationale Zahlen.

Weil die Gleichung x* = —1 keine reelle Losung besitzt, wird der Zahlbereich der reellen
Zahlen erweitert zum Zahlbereich der komplexen Zahlen.

Definition:

Es wird eine neue Zahl 4 definiert, welche die Gleichung x? = —1 I6st, das heift,
fur die i? = —1 gilt. Diese Zahl wird bezeichnet als die imaginare Einheit 4.

Hinweis: Die Festlegung i = v/—1 wird nicht verwendet.
Bei den bisherigen Zahlbereichserweiterungen wurde das Permanenzprinzip eingehalten:
1. Die ,alten Zahlen sind ein Teil der neuen Zahlen. So sind beispielsweise
die rationalen Zahlen eine Teilmenge der reellen Zahlen.
2. Alle Rechenoperationen, die mit den ,alten“ Zahlen mdglich sind, sind auch
mit den ,neuen” Zahlen moglich.
3. FuUr die neuen Zahlen gelten dieselben Rechenregeln wie flr die alten.
Das Permanenzprinzip wird auch bei der Erweiterung der reellen zu den komplexen
Zahlen beachtet.
Mit der imaginaren Zahl < kann man nun rechnen. Nach dem Permanenzprinzip (siehe 3.)
sollen die Rechenregeln fur reelle Zahlen weiter gelten.

Beispiel: i3 = (i+4i)-i=(-1)"i=—4

Aufgabe 1

Berechnen Sie ohne Hilfsmittel.

a) 4i* b)i> ¢)—i?  d)(—i)? e) i*" mitn € {5,6,7,8}

Aufgabe 2
Die imaginare Einheit 4 findet man auf dem TI-Nspire CAS unter der Taste [m]:

"l e ©
° r 9 ' -,'3 L

Uberpriifen Sie mit dem TI-Nspire CAS die Lésungen der Aufgabe 1.

Aufgabe 3

Begriinden Sie ohne CAS mithilfe der Potenzgesetze, dass 42" mit n € N immer genau
einen der Werte 1 oder —1 annimmt.

Gibt man den Term 42" in den CAS-Rechner ein und driickt [enter], erhalt man ein

erstaunliches Ergebnis. )
Beschreiben Sie, was an diesem Ergebnis erstaunlich ist. Uberprifen Sie die Gleichheit
beider Terme mit verschiedenen Werten von n.

© 2024 T* Deutschland Seite 8



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 1:

Aufgabe 1
Berechnung ohne Hilfsmittel.

a) it=1

b) 45 =4

c) —i?=1

d) (—=i)? = -1

e) i%" mitn € {5,6,7,8} ergibt {—1,1, —1,1}

Aufgabe 2
Die imaginare Einheit 4 findet man auf dem TI-Nspire CAS unter der Taste [m]:
11 n © e B
o r g

' -2 i

Aufgabe 3
i*" = (4%)" = (—1)™ Fur gerades n immer +1, fir ungerades n ergibt sich —1.

*GauBsc..ene

.2'n cos(n- n)+sin(n- n)- i

Erstaunlich ist z. B., dass aus einer Potenz der imaginaren Zahl eine Summe wird,
in deren Summanden trigonometrische Funktionen vorkommen.

Beispiel:
n=1ergibti?* =—-1undcos(1'm)+4i-sin(1'm)=—-1+0-w=-1

© 2024 T* Deutschland Seite 9



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 2: Komplexe Zahlen

Definition: Eine Zahl z der Form z = a + b i wird bezeichnet als komplexe Zahl

a und b sind dabei reelle Zahlen. 4 steht fur die imaginare Einheit.

mit dem Realteil a und dem Imaginarteil b. Diese Form heif3t Normalform von z.

Beispiele:
komplexe Zahl Realteil Imaginarteil
1424 1 2
0,5-0,24 0,5 -0,2
-12 -12 0
3. 0 3
5" 5
Aufgabe 1
Kreuzen Sie an, wenn die Zahl zum angegebenen Zahlbereich gehort.
Zahl N\{0} Z Q R c
4
V5
6—1
0
—24
0,25
Aufgabe 2
Erganzen Sie die Lucken.
komplexe Zahl Realteil Imaginarteil
—-03+m-1
0 V2
-1 0
6 .
7
Aufgabe 3

Richtig oder falsch? Begrunden Sie Ihre Meinung.

,Fur alle komplexen Zahlen z gilt: Imaginarteil (Realteil(z)) = 0.

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 2:

Aufgabe 1
Zahl N\{0} Z Q R c
4 X X X X X
V5 X X
6—1 X
0 X X X X
—24 X
0,25 X X X
Aufgabe 2
komplexe Zahl Realteil Imaginarteil
—03+4+m-1 -0,3 T
V24 0 V2
-1 -1 0
6 0 6
7" 7
Aufgabe 3

,Fur alle komplexen Zahlen z gilt: Imaginarteil (Realteil(z)) = 0.
Die Aussage ist wahr. Der Realteil einer imaginaren Zahl z enthalt keinen Imaginarteil.

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 3: Die GauRsche Zahlenebene

Jeder komplexen Zahl z = a + b 4 wird der Punkt (a; b) in der Zahlenebene
zugeordnet.

Waagerechte Achse: reelle Achse R

Senkrechte Achse: imaginare Achse iR

Koordinatenursprung: Nullpunkt

NiK
5
4
- 3 W8 TR IS S S— od+D1
2 |
1A, |
i S
& >
7 B 5 4 =3 R 1 1 2 3 4 5 & 7
-1 a
-2
-3
-4
Beispiel:

Der in der Abbildung bereits eingetragene Punkt gehort zur komplexen Zahl 5 + 3.

Aufgabe 1
Zeichnen Sie die komplexen Zahlen in die oben dargestellte Gauldsche Zahlenebene ein.

a) i b)2+4 c)—3 d)5-3i e)-5-3¢

Aufgabe 2
Zeichnen Sie zu jeder Aufgabe eine Gaul3sche Zahlenebene und markieren Sie farbig die
Menge aller Punkte z, fur die gilt:

a) Realteil(z) < 4 und Imaginarteil(z) > 3
b) Imaginarteil(z) < 3
c) |Imaginarteil(z)| < 2

© 2024 T* Deutschland Seite 12



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 3:

e)—-5—-31

1.
a) i b)2+4 c)—3 d)5-31
2
‘:3 E 2+7 R
8 7 6 5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 6
-1
-5-37 -2
= 5-34
-4
2.

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 4: Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Aufgabe 1 ] ]
Untersuchen Sie, wie der TI-Nspire CAS die dins S
Summe bzw. die Differenz der beiden z2i=4+2 i 442+ 7
komplexen Zahlen z1 und z2 gebildet hat. )
z1+z2 9=1
Bilden Sie zunachst ohne den TI-Nspire CAS auf 2122 1-5- ¢
analogem Weg z3 + z4 sowie z3 — z4 und
z4 — 73 fur z2-z1 -1+5-¢

z23=-2+44iundz4=6+354.
Uberprufen Sie Ihre handschriftliche Rechnung mit dem TI-Nspire CAS.

Aufgabe 2
Erganzen Sie den folgenden Text zu einer sinnvollen Aussage.

Komplexe Zahlen werden addiert/subtrahiert, indem man

Aufgabe 3
Berechnen Sie folgende Ausdriicke zunachst handschriftlich. Uberpriifen Sie dann mit
dem TI-Nspire CAS (a)-c)).

a) (7-20)+@2—-741) —(9—-94)
1 2. 3 2, 4
b) (;-34)-(3-34)+5
c) (V5-3-v2i)+(2-v2i)+4v24
d) Schreiben Sie die imaginare Zahl i als Summe zweier komplexer Zahlen.

e) Lasst sich die reelle Zahl 1 als Summe zweier rein imaginarer Zahlen schreiben?
Begrunden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4
Lesen Sie die Koordinaten der komplexen Zahlen z1, z2 und
z3 aus der grafischen Darstellung ab.

Zeigen Sie rechnerisch, dass z1 + z2 = z3 ist.

Interpretieren Sie das Addieren von z1 + z2 geometrisch.
Verwenden Sie zur Beschreibung die Pfeile vom Nullpunkt zu +——
den Punkten in der GauRschen Zahlenebene. -1

Aufgabe 5
Zeichnen Sie eine Gaulysche Zahlenebene und veranschaulichen Sie die Addition von
zy =4 —24iund z, = 2 + 41 geometrisch.

© 2024 T* Deutschland Seite 14



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Aufgabe 6
Begrunden Sie, dass beide Vorschriften zur geometrischen Addition zweier komplexer
Zahlen z1 und z2 gerechtfertigt sind.

e Zeichnen Sie die Pfeile vom e Zeichnen Sie die Pfeile vom
Nullpunkt zu den Punkten Nullpunkt zu den Punkten z1
z1 und z2. und z2.

e Zeichnen Sie das e Verschieben Sie den zu z2
Parallelogramm, das die gehorenden Pfeil parallel,
beiden Pfeile aufspannen. sodass sein Anfangspunkt im

e Der Pfeil, der im Nullpunkt Endpunkt des zu z1
beginnt und die Diagonale gehoérenden Pfeiles liegt.
des Parallelogramms e Der Pfeil, der im Nullpunkt
reprasentiert, endet im beginnt und im Endpunkt des
Punkt verschobenen Pfeiles von z2
z3=2z1+2z2. endet, gehort zu z3 = z1 + z2.

Aufgabe 7

Die Subtraktion zweier komplexer Zahlen wird wegen z1 — z2 = z1 + (—z2)
auf die Addition zurickgefuhrt:

iR

- 4 [ 1 2 3 4 5 6 7
-1

-1

Formulieren Sie zu jedem Bild eine Vorschrift zur geometrischen Subtraktion zweier
komplexer Zahlen z1 und z2.

Aufgabe 8
Ermitteln Sie die Ergebnisse auf rechnerischem und geometrischem Weg.

a) B—4)+ (-39
b) (5+24) + (1 - 74)
c) (7 -24i) — (2 —74)
d) 2+20)+ 3 —4i)— (=2 +4)

© 2024 T* Deutschland Seite 15



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 4:

Aufgabe 1
z3_1=-2+3-¢ Ot
z4_=6+457 645 1
z3_+z4_ 4+8 7
z3_-z4_ -8-2-7
i =738 8+2- ¢
Aufgabe 2

Komplexe Zahlen werden addiert/subtrahiert, indem man die Realteile addiert/subtrahiert

und die Imaginarteile addiert/subtrahiert.

Aufgabe 3

a) (7—-20)+(2-7i)—(9-94) =0

) (2-2)- (=304 2 o=

d) z.B. (7-24) + (=7 +3i) =4

1

4

c) (V5-3-V2i)+(2-V2i)+4V2i=2++5

e) Nein, das geht nicht, denn die Summe aus zwei rein imaginaren Zahlen ist wieder
imaginar oder null, aber niemals reell und ungleich null, also auch nicht 1.

Aufgabe 4

z1=(3+4+24);z2=(—1+31);z3 =(2+54)

B+2)+(-14+34)=CB-1D)+@2+3)i=2+51
Interpretation: z3 ist die Diagonale in dem von z1 und z2

aufgespannten Parallelogramm.

y ¥

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Aufgabe 5

Zeichnung und Veranschaulichung der Addition von z; = 4 — 24 und z, = 2 + 44.

*GauBsc.ene RAD D X

- N W b
(V)
&
S~
™
Ny
SN

7 6 5 43 2" 4.2 3 4 5 6 7

4w oW oa

Aufgabe 6

Beide Konstruktionsvorschriften sind gleichwertig. Auch die rechts abgedruckte Vorschrift
fuhrt zu dem Parallelogramm und der Diagonalen, die in der linken Vorschrift gegeben

sind.
Aufgabe 7
iR NiR
6 6
5 5
z1 z1
4 4
2 Z2 et ;
3 Zz 3 :
2 -z2 2 .,-':
TA = ;‘“ _——"A‘ X
. = L R 7y I ey )
Ly —21-2¢ =7z1=22
1 1.2 3 4 5 6 7 1 5 3 73513

e Zeichnen Sie die Pfeile vom
Nullpunkt zu den Punkten z1 und z2.

e Tragen Sie im Endpunkt vom Pfeil z1
den zum Pfeil z2 entgegengesetzt
gerichteten Pfeil — z2 an.

e Der Pfeil, der vom Nullpunkt zum
Endpunkt von — z2 gerichtet ist,
reprasentiert z3 = z1 — z2.

Zeichnen Sie die Pfeile vom Nullpunkt
zu den Punkten z1 und z2.

Zeichnen Sie den Pfeil, der vom
Endpunkt von z2 zum Endpunkt des
zu z1 gehorenden Pfeiles gehort.
Verschieben Sie diesen Pfeil parallel
mit seinem Anfangspunkt in den
Nullpunkt. Sein Endpunkt gehort zu
z3=2z1-22.

Aufgabe 8
a) B—i)+(1—-3i)=4—4i

b) (5+2i)+(1—7i) =4—5i
c) (7—2i)—(2—74) =5+5i
d Q+20)+B—4i)—(—2+4)=7-3i

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 5: Komplexe Zahlen in Polarform

Zu jedem Punkt z = a + b4 in der GauBschen AR
Zahlenebene lasst sich ein Zeiger (Pfeil) angeben,
der im Nullpunkt beginnt und bei z endet. Jeder 4
dieser Zeiger ist eindeutig festgelegt durch seine A
Zeigerlange r und den Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 2m, den 3 _'
der Zeiger mit der positiven reellen Achse bildet. /
Man schreibt z = r - e*¢ (sprich: ,r-mal 2 r=4

Einheitszeiger mit Winkel ¢") und bezeichnet dies ¥
als Polarform der komplexen Zahl z. 1
Winkel ¢: Argument von z; arg(z) { ¢)=45°

Hinweis: Im Augenblick steht die Variable e in z = r - ¢*% nur fiir eine Schreibweise fir
den Einheitszeiger mit Winkel ¢. Wie man zeigen kann, steht e hier insbesondere flur die
Eulersche Zahl. Der Nachweis ist im Rahmen dieses Kurzlehrganges nicht moglich.
Interessant ist noch, dass sich aus dieser Schreibweise wohl eine der schonsten Formeln
der Mathematik (e*"+1 = Q) ergibt, die hier nur mitgeteilt wird.

Beispiel:
Im Bild oben rechts gilt z =3 + 34 = 4-e%*> =4 e's
Aufgabe 1

Zeichnen Sie in eine Gaul3sche Zahlenebene den entsprechenden Zeiger und bestimmen
Sie die komplexe Zahl in der Normalform z = a + b4.

Zl - 3 " e/l:.T[ Zz = 2 " e/L%T[ Z3 = 2 " e/L(_ g) Z4_ = 1 " e,l:'o
Aufgabe 2
Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen in Polarform an.
Zl = 2’1: Z2 = 2
Zz = =24 Zy = —2 e
3 4 e I, 1=0 frue
Aufgabe 3

1

Zeichnen Sie die komplexen Zahlen z,, = 2+ e*3™™ fiirn = {0, 1, 2, ..., 5} in eine GauRsche
Zahlenebene ein. Beschreiben Sie die Form der entstandenen Figur.

© 2024 T* Deutschland Seite 18



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Aufgabe 4
Umrechnung von Polarform und Normalform
Begrinden Sie die Zusammenhange: Aix
5
a=r-cos(p) .
b =r-sin(p) B J¥---—omrmmmoomenn Ia+bi
@ = arctan (S) 2 r '
e"? = cos(@) + i - sin(p) 14 B :
{ @ 3
-1 1 2 3 4 5 6 7
“ a

r=va2+b2z=r-e*? =r-cos(p)+i-r-sin(p) =a+ bi

Beispiele:
. 31

6-e"s = 6-[cos(%)+/i-sin(%”)] = 6-[—§+/L-§] =-3-V2+i-3-V2

_ . . _ \/§ _ I, _ 2 2 _ _ /i'E
z—1+¢-\/§,go—arctan(7)$<p—§,r— 124+ (W3)2=2=2=2-¢"3
Aufgabe 5
Berechnen Sie die Normalform. Vergleichen Sie mit den Ergebnissen der Aufgabe 1.

. i3 '.(_ E) .

Zl=3'e¢.n Zz=2'e¢2n Z3=2'e¢ 2 Z4_=1'e¢.0
Aufgabe 6

Berechnen Sie die Polarform. Beschreiben Sie, wie man die Schwierigkeiten bei der
Winkelberechnung Uberwinden kann. Vergleichen Sie mit den Ergebnissen der Aufgabe 2.

Zl=2’l: Z2=2 Z3=_2’i« Z4_=_2

Aufgabe 7

Wandeln Sie z = —/3 — 4 auf grafischem und rechnerischem Weg in die Polarform um.
Beachten Sie dabei die Quadrantenbeziehungen der Tangensfunktion.

Aufgabe 8
Berechnen Sie die Polarform der komplexen Zahlen.

Zl=1+/i/ Z2=_5+3/L Z3=—1—/i,'\/§ Z4=\/’7—%4:

© 2024 T* Deutschland Seite 19



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Aufgabe 9
Probieren Sie das Umwandeln Normalform < Polarform mit dem TI-Nspire CAS aus.

Orientieren Sie sich an den beiden Screenshots.

243+ i) Polar 2 Lel' T -2
(243-49) i E—mn'_)) / -
2 3
e '~ Y13 i’ 1+\/3—- i
(2.+2- §)» Polar (09837, 3 ¢4 2e °

Das Zeichen ) befindet sich im Sonderzeichenkatalog [ ctri ][]
Das Wort ,Polar” wird mit den Buchstabentasten eingegeben.
Fir die Eingabe der Polarform muss die Taste genutzt werden.

© 2024 T* Deutschland Seite 20



Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 5:

Aufgabe 1
i i3 _ (-0
z1=3"e Z, =2-€e 2 Zz=2-e \ 2
EEREEREEY) *Gaubsc. ene ra0 [l] X
3 NiR
2
1
z1 N  z4 x
8 7 6 5 43 21 | 1 2 3 4 5 6 7
-1
2%
= g2=23
Aufgabe 2
.1
Zl=2/l:=2'e/LET[ Zz=2=2'eo
idn 1
Z3=—2/i=2'62 Z4=_2=2'e¢.n
Aufgabe 3

Es handelt sich um ein regelmafiges Sechseck.

12.2 P *GauBsc..ene rap [l X
» 4

Nk

1
-3 -2 -1 1 2 3
\ -1 /

Umrechnung von Polarform und Normalform

3
>
>

Aufgabe 4
Begrundung der Zusammenhange:

a = r - cos(¢) Definition der Winkelfunktionen
b =r-sin(p)

¢ = arctan (Z)

r =+va? + b? Satz des Pythagoras

z=71-e"? =1r-cos(p)+i-r-sin(gp) =a+ bi
e? = cos(p) +1i-sin(p)

Z4_ = 1'8/1:.0

N

o

© 2024 T* Deutschland
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Aufgabe 5

; .3 i — .
z1=3-e""=-3 z,=2-e"72" = -2 z3=2-e¢( 2)=—2/i z,=1-e"%=1

Umkehrung der Aufgabenstellung gegenuber Aufgabe 1.

Aufgabe 6

(T

Zl=2/i«=2'e¢.(5) Zz=2=2'e/l:.0

(™ . (3T )
Z3 =—24$=2-e¢'(_5) =2-e¢'(7) Z,=—2=2-e'"
Quadrantenbeziehungen der Winkelfunktionen anwenden, wenn nétig.

Aufgabe 7

r= \/(—\/3_’)2 + (-1)2 = 2; ¢ = arctan (___\/15) = arctan G : \/§) =%

Den Koordinaten ist zu entnehmen, dass z = —/3 — 4 im 3. Quadranten liegt.

Der Drehwinkel ist deshalb ¢ = m + % = gn(= —gn ~ —2,62).

.7
Polarform: z = 2 - e*&"

m 1.6 *GauBsc..ene RAD D X

AR
TA

A Al

2.62 rad

Aufgabe 8
z1=1+4i=+2-e"+ z,=-5+43i~583 26

. 5T )
Z3=—1—/i-\/§=\/§_e’1«'7 Z4=\/'.7_%4:z2’69_e2—0,19¢

Aufgabe 9
individuell
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Arbeitsblatt 6: Rechenoperationen und Befehle fiir den TI-Nspire CAS -
Komplexe Zahlen eingeben und speichern

o
-+
L]
~

zl _:=243-¢

Das Unterstrichzeichen kennzeichnet z als Variable, die eine komplexe Zahl enthalt.
Es ist nicht obligatorisch, aber speziell bei Gleichungen sehr zu empfehlen.?

Das Unterstrichzeichen _ wird auf dem Handheld eingegeben mit [ctr ][ ] .

Weitere Operationen fiir komplexe Zahlen:

Die Operationen Multiplikation, Division, Potenzieren und Radizieren stehen auch fur

komplexe Zahlen zur Verfligung. Fur das Verstandnis kann das Permanenzprinzip
herangezogen werden: Bisherige Rechengesetze sollen weiter gelten.

Aufgabe 1
Erklaren Sie mithilfe des Distributivgesetzes die Multiplikation in Normalform.

*GauBsc..ene

zIl_:=a+b' 1 a+b i
z2_:=c+d" i c+d i
ZdiZ 2 a-c-b- d+(a- d+b- c)- i
Aufgabe 2
Erklaren Sie mithilfe der Potenzgesetze die Multiplikation in Polarform.
FRBPEIERN ) *GauRsc..ene rao [l X|
7 3 3 \/I‘T 5
= —+ 13
zl_:=3-¢ 2 - B
i 7 J3_+x'
z2_:=2-e€ :
z1_z2_ 67
(6 ) Polar 7
e 2 = 6 v

3 Siehe Beat Eicke ,,Mathematikrezepte fiir TI-Nspire™ CAS und TI-Nspire™ CX CAS,
Pythagoras Lehrmittel 2011, S.42 - 44
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len

Aufgabe 3

Erklaren Sie mlthllfe der Potenzgesetze die Division und das Wurzelziehen am Beispiel

vonzl =3-e 3undzZ =2-e"%.

*GauBsc..ene

(4.1 |42 [ 5.1

z1_
z2_

33 3
( J_ o x’)b Polar
4 4

rap [l] X

mm RB ) *GauRsc..ene rap [l] X

\/Z]_ 3 . \/3_ ) =
20 2 ‘
i

Aufgabe 4

Fuhren Sie die angegebenen Rechnungen aus, notieren Sie das Ergebnis und

beschreiben Sie, was die Befehle leisten.

TI-Nspire CAS Eingabe

Ergebnis

cSolve(x_? = —1,x)

cFactor(x_%2 + 1)

cZeros(x_? + 2, x)

0

x4y =0

cSolve{t_ - ,{.1
2

x_t+y <=0

Aufgabe 5

Die auf reelle Zahlen anwendbaren Funktionen stehen auch flir komplexe Zahlen zur

Verfugung. Beschreiben Sie die Bedeutung der folgenden Funktionen:

|2+3- 4]
real(2+3- 4)
imag(2+3- i)
conj(2+3- 7)

angle(1+ 1 i)

T

w (3]

W
~

w |3

© 2024 T* Deutschland
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WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 6:

Aufgabe 1

(a+bi):(c+di) =ac+ adi+ bci + bdi? = ac — bd + (ad + bc)i

Aufgabe 2

a-et? -ph-et® =q-p et @+t

Aufgabe 3

71 =3-e'5und 22 =2 e’s.

3-e'n =3. eig_’i% =3. ei'g 3- e’i'g =+/3- e/i'g% =+/3- e’i'%
2-e¢3 2 2
Aufgabe 4
TI-Nspire CAS Eingabe Ergebnis
Sol 2=, : ]
c OVG(X_ X) cSolve(,\'2=-1,\') xmrorx=T
Gleichung in C l6sen
cFactor(x_* + 1) ) (x=a) (e+d)

Term in C faktorisieren

cZeros(x_? + 2, x)

cZeros(\‘_2+2,\‘_) {'\/2_ 1',\/2_' i}

Nullstellen eines Terms in C bestimmen

cSolve

x_ 4y =0
{‘— 20y )

x_+y_“=0

Gleichungssystem in C I6sen

>
x_“eky_=0
cSolve|{* 'V_, ,‘ .\'_‘v_}
\_ty_“=0 ]

w “‘m

w3
w |

3
tand y =—+=—-Zor1_=land y_=1or1_=0and y_=0

D |-

ctand y_

N |-

ora_

W |-

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1:

Komplexe Zahlen

Aufgabe 5

|2+3- 4|

Betrag der komplexen Zahl
Realteil

Imaginarteil

Konjugiert komplexe Zahl

Winkel fur Polarform

© 2024 T* Deutschland
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Arbeitsblatt 7: Fundamentalsatz der Algebra

RAD Df;(

Bereits aus Klasse 9 ist bekannt: Quadratische
Gleichungen kénnen im Bereich der reellen Zahlen zwei,
genau eine oder keine reellen Losungen besitzen. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass quadratische £1()=(x+2)? )( /”(*H“-""*
Funktionen zwei, eine oder keine reellen Nullstellen \ X

haben -10 1 / 10

Wie ist das nun im Bereich der komplexen Zahlen?
Aufgabe 1 e £3(x)=-(x+3)%-2

Vollziehen Sie die Rechnung ohne CAS nach:
f(x) = —(x + 3)? — 2 hat keine reellen Nullstellen (siehe Abbildung oben rechts).

—(x+3)2-2=0= (x +3)? = -2 = Substitution: t=x+3 = t? = -2
Nach Definition der komplexen Zahlen hat diese Gleichung zwei Losungen:
t, =4-v2undt, =—i-2

Ricksubstitution: x; + 3=4-V2=x, = -3 +4i-vV2und x, = -3 —i-V2

Aufgabe 2

Erlautern Sie die Rechnungen mit dem TI-Nspire CAS,

die auf dem Screenshot abgebildet sind. ( a2 )
cSolve\-{x_+3)“-2=0,x_

Die beiden quadratischen Funktionen B x =32+ forx =342 -4
fi=(x+2)und f, = (x — 3) - x sind bereits als
Produkte zweier Linearfaktoren gegeben, wobei bei f;
der Linearfaktor doppelt gezahlt wird (siehe Abbildung (a2 i) fesanfz )
oben rechts).

Nach den Ergebnissen von Aufgabe 1 und 2 kann auch die Funktion

f; = —(x + 3)? — 2 als Produkt zweier Linearfaktoren geschrieben werden. Allerdings sind
diese beiden Linearfaktoren komplexe Zahlen:

f3(x)=(—x—3+i-\/§)-(x+3+/i-\/§)

cFactor(- (.\'_+3) 2 -Z,\'_)

Aufgabe 3

Schreiben Sie die in der Tabelle gegebenen Funktionen als Produkte von Linearfaktoren
im Bereich der komplexen Zahlen. Nutzen Sie den TI-Nspire CAS, orientieren Sie sich an
der Abbildung zur Aufgabe 2. Beobachten Sie die Anzahl der Linearfaktoren in
Abhangigkeit vom hoéchsten Exponenten im Funktionsterm sowie die Anzahl und die
Form komplexer Linearfaktoren.

Funktion Produkt von Linearfaktoren
flx) =x?—-2x—-1

flx) =x?—-2x+1
fx)=x%2—-2x+4
fx)=x3—-2x+4
flx) =x*—2x3+2x?—-2x+1
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Wahlbereich 1: Komplexe Zahlen

Beobachtungsergebnisse:

Anzahl der Linearfaktoren in Abhangigkeit vom hochsten Exponenten im Funktionsterm:

Anzahl und Form komplexer Linearfaktoren:

Beispiele:

Fundamentalsatz der Algebra (Carl Friedrich Gaul} 1799)
Im Bereich der komplexen Zahlen besitzt jede ganzrationale Gleichung der
Forma, - x"+a,_ ;- x" 1 +a, ,-x"2+--4+a,-x'+a,=0mitn € Nund
a, # 0und a;, € R flr k € {0; 1; 2; ...; n} genau n Lésungen.

s 4 3 2 7 12 3 a4 s

£1(x)=(x-2)2- (x+1)

-2

.
< =4 =3 =2 = 12 3 45 6 7 8 9 10
-1
o 4
S| 26)=0.10 (x-1) (2+1)
-4

Die Funktion f(x) = x3 — 3x? + 4 lasst
sich in Linearfaktorschreibweise
angeben als f(x) = (x — 2)?- (x + 1).
Sie hat die doppelte Nullstelle xy; = 2
und die einfache Nullstelle xy, = —1.
Bei xy; = 2 beruhrt der Graph die
x-Achse.

Die reelle Nullstelle x,; = 1 der Funktion
f(x)=01-(x—1)3-(x?2+ 1) isteine
dreifache Nullstelle. Daneben hat f zwei
komplexe Nullstellen x,, = 4 und

X3 = —1.

Bei xy; = 1 schneidet der Graph die
x-Achse.

© 2024 T* Deutschland
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Aufgabe 4

Uberpriifen Sie die Aussage des Fundamentalsatzes sowie die Eigenschaften komplexer
Lésungen an den Beispielen in der Tabelle. Stellen Sie die zugehorigen Funktionen

grafisch dar. In welchen Fallen berUhrt der Graph die x-Achse an der Nullstelle?
Verwenden Sie den TI-Nspire CAS.

Gleichung Grad | Komplexe Mehrfach-
n Lésungen I6sungen

x2=2x+3=0

x*—6x3+11x2-12x+18=0

(x+2)3 (x2-4)=0

Aufgabe 5

Von den beiden abgebildeten Graphen ganzrationaler Funktionen vom Typ

fX)=a, x"+ap_ x" 1+ +a,-x+a,mtneNunda, #0und aq, € R

ist eine vom Grad 3 und die andere vom Grad 4. Die Schnittpunkte der Graphen mit der

y-Achse liegen beiy = 2,5 bzw. y = —1,6. Beschreiben Sie, wie man die Gleichungen der
Funktionen ermitteln kann und geben Sie diese Gleichungen an.

14.3 EREET

Yy X

-8-7-6-5-4-3-2-1/234557
-1
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Aufgabe 6

Bereiten Sie anhand der Abbildung einen Schulervortrag zur Visualisierung von komplexen

Nullstellen der quadratischen Funktion f vor. Uberpriifen Sie das Verfahren am Beispiel der
Funktion f(x) = x? + 2x + 3.

Ly ,(x)=xz+p.x+q 7.33 1y

/(x)=x2 +24x+3

\ (0.4142,0)
1
g(x)=x2—2x+l
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WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 7:

Aufgabe 1
Individuell

Aufgabe 2
Erlauterungen:

cSolve ermittelt die komplexen Losungen.

cFactor zerlegt den Term in komplexe

Linearfaktoren.

Aufgabe 3

cFactor( (\ 4"’)7

12.2 13.1 13.2 LEETE rap [I] X

cSolve(-(x_+3) 2 -2=0A‘_)

x_--.’,—\[z_- 7 orx_--3+J2 i

Z\)
w2z d)) bsanf2 )

Funktion

Produkt von Linearfaktoren

flx) =x?—-2x—-1

fO)=(x+v2-

1)-(x-v2-1)

flx) =x?—-2x+1

fO) =(x—-1)°

fx)=x%2—-2x+4

f)=(x—-1+4+4i-V3)-(x—1—-4-vV3)

fx)=x3—-2x+4

f)=xx+2) - (x—1+4+4) - (x—1—-4)

flx) =x*—2x3+2x?-2x+1

fO)=(—-1% (x—4) (x+14)

Beobachtungsergebnisse: Anzahl der Linearfaktoren in Abhangigkeit vom hochsten
Exponenten im Funktionsterm: Anzahl stimmt Uberein.
Anzahl und Form komplexer Linearfaktoren: Anzahl ist immer geradzahlig und zu einer

komplexen Zahl taucht immer die konjugiert komplexe Zahl auf.

Aufgabe 4
Gleichung Grad | Komplexe Mehrfach-
n Lésungen Idsungen
x> =2x+3=0 n=2|z =1-+2i keine
z, =142
x*—6x3+11x* —12x+18=0 | n=4 | z; = —/24; Doppelldsung x = 3
Zy = \/Z’L
(x+2)2-(x2-4)=0 n =75 | keine Dreifache Lésung x = -3
x*+1=0 n=4|z ~07+0,74; keine
z, = 0,7 — 0,74
z3 = —0,7 + 0,74;
z, =~ —0,9—0,71
x5—x2=0 n=>5|z ~—05-0,94; Doppellésung
z, = 0,5+0,94 x=0
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Aufgabe 5
Der Graph berthrt die x-Achse in der Nullstelle, wenn diese eine doppelte Nullstelle ist.
Der Graph von g hat zwei doppelte Nullstellen bei x = -5 und x = —1, also gilt:

g(x) =a-(x+5)?- (x + 1)2 Der Graph von g schneidet die y-Achse beiy = 2,5, also gilt:
25=a-(0+5?%-(0+1)?2=a=0,1.

gx)=01-(x+57?% (x+1)?

Der Graph von f hat eine doppelte Nullstelle bei x = 4 und eine einfache Nullstelle bei
x =1, also gilt f(x) = a- (x —4)?- (x — 1). Der Graph von f schneidet die y-Achse bei
y =-1,6, also gilt:

-1,6=a-(0—-4)?-(0—-1)=a=0,1.

fX)=01-(x—4)?-(x—1)

Aufgabe 6
Moglicher Losungsweg:

1. Zeichnen Sie f(x).

2. Geben Sie f in der Scheitelpunktsform an und bestimmen Sie den Scheitelpunkt S des
Graphen von f.

3. Spiegeln Sie f am Scheitelpunkt S (Hinweise: Dies geht mit dem TI-Nspire CAS nicht
geometrisch, daher muss man die Gleichung der gespiegelten Funktion g bestimmen. Es
gilt: f(x) = (x — d)? + e, dann erhalt man g(x) = —f(x) + 2e.

4. Bestimmen Sie die Nullstellen von g und den Mittelpunkt dieser Nullstellen. Der x-Wert
des Mittelpunktes entspricht dem Realteil der Losung und der Abstand des Mittelpunktes
zu den Nullstellen ergibt den Imaginarteil 5. Zur grafischen Darstellung der Losung in der
komplexen Zahlenebene muissen die Schnittpunkte mit der x-Achse um 90° gedreht
werden.

6. Vergleichen Sie lhr Ergebnis mit der rechnerischen Losung.

f(x) » x2+42: x+3

g(x) > -x2-2-x+1

solve(g(x)=0,x) > x=-(\/5+1) or x=\/5—1
cSolve(f(x)=0,x) " x=-1—ﬁ- ior x=—l+\/5- i’
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Arbeitsblatt 8: Die logarithmische Spirale

In der Natur und im Alltag kommen viele Spiralformen vor.

Eine besondere Spiralform ist die logarithmische Spirale, wie sie z. B.
auf diesem Ammoniten* zu sehen ist.

Logarithmische Spiralen lassen sich auch durch komplexe Zahlen
erzeugen. Diesem Phanomen werden wir hier nachgehen.

Aufgabe 1

Gegeben ist die komplexe Zahl z = 1 + 4. Berechnen Sie z" firn € N, 2 < n < 8. Stellen
Sie diese komplexen Zahlen als Punkte in der Gaul3schen Zahlenebene dar. Verbinden
Sie die Punkte durch Strecken.

iR

“65 -60 -55 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 10 -5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Ui

Das erhaltene Bild ist eine Annaherung an eine logarithmische Spirale.

Eine vollstandige logarithmische Spirale erhalt man, wenn man von diskreten Exponenten
1, 2, 3, ..., n zu kontinuierlichen Exponenten t Ubergeht, also statt

z1, z% ... Potenzen zt mit t € R betrachtet.

Aufgabe 2
Verwenden Sie nun den TI-Nspire CAS, um Naherungen flr logarithmische Spiralen zu
erhalten.

Offnen Sie die Anwendung List&Spreadsheet und bereiten Sie die Tabellenkalkulation
vor, wie im Folgenden angegeben.

4 Foto: Autor
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re im
A B C
1 =1—1 = real(Al) = imag(Al)
2 = Al-$4%1 = real(A2) = imag(A2)
3

Die Anweisungen aus der Zeile 2 werden durch Menti-Daten-Flillen als relative Zellbezuge
nach unten kopiert.

Speichern Sie die Spalte B unter dem Namen re und die Spalte C unter dem Namen im.
Stellen Sie diese beiden Listen als Streudiagramm dar und verbinden Sie die Punkte Uber
die Anwendung Afttribute durch Strecken.

Aufgabe 3
Um die Schrittweite zu verfeinern, kann man folgendermafen vorgehen.

Offnen Sie ein neues Problem.

re im
A B C D
1 0.1 =1 -4 = real(B1) = imag(B1)
2 = Al - $A%$1 = (1—14)42 = real(B2) = imag(B2)
3

Die Anweisungen aus der Zeile 2 werden durch Menti-Daten-Flillen als relative Zellbezuge
nach unten kopiert.

Speichern Sie die Spalte C unter dem Namen re und die Spalte D unter dem Namen im.
Stellen Sie diese beiden Listen als Streudiagramm dar und verbinden Sie die Punkte Uber
die Anwendung Afttribute durch Strecken.

Aufgabe 4

Eine kontinuierliche Darstellung einer logarithmischen Spirale gelingt am einfachsten Gber
eine Parameterdarstellung. Orientieren Sie sich an den Screenshots und vollziehen Sie
die Darstellung nach.

*GauBsc_ene

xl(t)-rezl(l(rm

:=(0.5+7) Fertig 2 -~
7(()- (0‘.' ) yl(t)=im:\g(f(r)) X / o
| 05¢£25.13 tstep=0.13 \
/ /<O)\

S {xlh)-real(f(:)]
y1le)=imaglr(s))
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Aufgabe 5
Probieren Sie mit anderen komplexen Zahlen und anderen Schrittweiten die
Vorgehensweise aus Aufgabe 4.

Aufgabe 6

Definition: Es sei z eine komplexe Zahl mit |z| # 1. Die durch die Gleichung
w(t) = z' mit t € R erzeugte Kurve heillt logarithmische Spirale.

Schreiben Sie ein Programm, mit welchem sich die diskreten Werte einer logarithmischen
Spirale darstellen lassen.
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WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 8:

Aufgabe 1
m 9.2 | 9.3 ERCEIIEE RAD D X
Ay
30
20
10

v
x

Aufgabe 2

m 9.2 | 9.3 EEMEEIEN rap [l] X

4
20

10

(N

x
50 -4 -0 -20 -10 *f 10 [20 30 40|
10

-20
=30
-40
Aufgabe 3
10.2 *GauBsc..ene RAD D X
Ay
30 'o..
..
20 %,
i )
x
- 30 -20 -10 c wfn n 0
-10
(re,i.m)
-20
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Aufgabe 4
m 2.2 *GauBsc..ene RAD D X

{xl (¢)=real (£(s))

yl (r)=ima g( t))

Aufgabe 5
Individuelle Losungen

Aufgabe 6
Ein moglicher Quellcode kdnnte so aussehen:

loga
Define loga(xmin,xmax,ymin,ymax)=
Prgm
z:=1+i
zneu:=1
k:=0
SetWindow xmin,xmax,ymin,ymax ° ;$ °
While £<20 °
k:=k+1 o )
zZneu:=zneu- z
DrawCircle 0.05- real(zneu),0.0S- imag(zneu),0.3
EndWhile
EndPrgm

Hinweise: Das Programm lauft nur auf dem Handheld bzw. im Handheldmodus.

Ein moglicher Programmaufruf ist loga(-20,20,-20, 20).

Zum Zeichnen der einzelnen Punkte verwendet man z. B. den Befehl

DrawCircle(x, y, r), der an die Bildschirmposition (X, y) einen Kreis mit dem Radius r
zeichnet.
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Wahlbereich 2: Logistisches Wachstum

Wahlbereich 2: Logistisches Wachstum

Kennen des Modells des logistischen Wachs- Ausbreitung eines Gerlichtes, Wachstum von
tums Pflanzen
- grafische Veranschaulichung von Mess- 2> LB1

daten

- analytische Beschreibung des Modells in
expliziter oder rekursiver Form

Kennen von Grenzen und Einsatzmdglichkeiten Abweichungen bei Modellierungen biologischer
des Modells Prozesse von der Realitat

Hinweise fiir Lehrkrafte:

Neben den bereits behandelten Wachstumsmodellen (lineares, exponentielles und
begrenztes Wachstum) existieren weitere Modelle, die auf viele Wachstumsvorgange, die
wir in der Natur treffen, besser anwendbar sind. Der belgische Mathematiker Verhulst
entwickelte das Modell des logistischen Wachstums aus den Bevodlkerungsdaten der USA
in den Jahren 1790 bis 1840. Charakteristisch fur dieses Modell ist, dass zwar ahnlich wie
bei begrenztem Wachstum eine Grenze des Wachstums existiert, aber im Gegensatz zum
begrenzten Wachstum mit oberer Grenze die Wachstumsgeschwindigkeit nicht stetig
abnimmt, sondern zunachst bis zu einem Wendepunkt zunimmt und dann erst sinkt. Da in
Klassenstufe 10 noch nicht mit Differenzialgleichungen gearbeitet werden kann, muss man
sich bei der Beschreibung des logistischen Wachstums entweder auf rekursive Modelle
(Differenzengleichungen) bzw. Regression beschranken (Arbeitsblatt 2) oder die explizite
Formel wird mitgeteilt und danach untersucht bzw. verwendet (Arbeitsblatt 3). Zunachst
werden noch einmal im Arbeitsblatt 1 die behandelten Wachstumsmodelle kurz betrachtet
und auch dort rekursive Modelle genutzt.

Fur die Arbeit mit Differenzengleichungen wird die Tabellenkalkulation eingesetzt und bei
Verwendung der Regression werden die vorhandenen Regressionsmodelle des
TI-Nspire CAS genutzt.

y

aa o Oy -

Die statistischen Berechnungen sindin | |."7

AT
Lists & Spreadsheet und in Data & yiaiia—
Statistics sowie im Calculator und in Niloembgen -

Notes verfugbar. 3Oaten )
Es stehen Berechnungsmaoglichkeiten mm
fur lineares, exponentielles und = hiemmenld s P RENEP AR T
|Ogistisches Wachstum Zur Verfl.jgung. | 4 Statistische Tests »- &Lineare Regression (a+bxd)...

S'Median-Median-Linie...
6.Quadratische Regression...

| 7.Kubische Regression...
8 Regression vierter Ordnung...
9 Potenzregression...
A Exponentielle Regression...
B Logarthmische Regression...
C Sinusformige Regression...

D Logistische Regression (d=0)...

E Logistische Regression (d#0)...

I F Lineare Mehrfachregression..
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Bei begrenztem Wachstum muss man 71 72 73 IR rap [I] X
die gegebene Funktion (die gegebenen 0 Ay

Daten) so verschieben, dass eine 0,05

,reine“ Exponentialfunktion entsteht. Im =1£+]3° ¥

dargestellten Fall ist 10 die untere

Grenze von f. Um diesen Wert muss f gl:=t0)-10 » Ferag

somit nach unten verschoben werden. | |2() |

» 20.- (0.951229)" £1x)=t)-

2 fZ(\)—'g(.\) T

slz 50

Verschiebt man also die gegebenen 71 72 73 1RO raD (1] X
Daten entlang der y-Achse um 10 =i
Einheiten nach unten, kann man auf :
) . : 17
diese neuen Daten die exponentielle ]
Regression anwenden. Diese =ard
Verschiebung erfolgt z. B. in der S
Tabellenkalkulation. 11
8]

02 46 8101214 16 18 20
nn

Die Schulerinnen sollten erkennen, dass es sich in allen Fallen um Modelle handelt, die
ggf. nur in bestimmten Grenzen dem gegebenen Sachverhalt entsprechen. Ein mogliches
Vorgehen beim Modellieren gegebener Daten kdnnte sein:

1. Daten grafisch darstellen, um einen ersten Uberblick zu bekommen.

2. Sachargumente finden, welches Wachstumsmodell zutreffen konnte.

3. Mittels Differenzengleichungen, Regression oder bekannter Funktionsgleichungen eine
Modellfunktion ermitteln.

4. Bewertung des Modells anhand der Ausgangsdaten und der Zielstellung der
Modellierung, z. B. Prognose uber den weiteren Verlauf.
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Arbeitsblatt 1: Wiederholung zu bekannten Wachstumsmodellen

Sonnenblumen, Fichten und viele andere Pflanzen wachsen zunachst mit zunehmender,
dann fast konstanter und schlie3lich mit abnehmender Wachstumsgeschwindigkeit. Das
Wachstum lasst sich oft naherungsweise mit einer Formel beschreiben, die sich
logistisches Wachstum nennt.

In den folgenden Aufgaben erinnern wir zunachst an andere bereits bekannte
Wachstumsmodelle und kommen dann zum logistischen Wachstum, das gewissermalden
als Zusammensetzung dieser einfacheren Wachstumsmodelle aufgefasst werden kann.

Aufgabe 1 Lineares Wachstum:

Die Anderungsrate % = k ist konstant.

Rekursive Darstellung: Neuer Bestand = alter Bestand + konstanter Zuwachs
b(t+1) = b(t) + k und b(0) = a
Explizite Darstellung: f®)=k-t+a

Diese Wachstumsart lasst sich z. B. so charakterisieren:

In einem Waldstuck stehen schon 100 Douglasien. Jeden Monat werden 25 neue
gepflanzt.

a) Geben Sie die Anderungsrate % an mit

Ay: Anzahl der in der Zeiteinheit At neu hinzukommenden Baume,
At: Zeiteinheit in Monaten.

Erstellen Sie dazu die rekursive Darstellung b(t+1) = ..., die fur den Zeitpunkt t + 1 in
Abhangigkeit vom Bestand zum Zeitpunkt t den neuen Bestand angibt. Beachten Sie,
dass man den Bestand b(0) zu Beginn berucksichtigen muss.

b) Ermitteln Sie mit einer Tabellenkalkulation, wie viele Douglasien nach 12 Monaten
vorhanden sind.

c) Stellen Sie die Funktion b(t) auch in expliziter Form dar.

d) Uberpriifen Sie mit der Regressionsfunktion des CAS die Lésung aus c).
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Aufgabe 2 Exponentielles Wachstum:
Diese Wachstumsart lasst sich z. B. so charakterisieren:

Die Anderungsrate % = k - y ist proportional zum aktuellen Bestand.

In Worten: Neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs. Der Zuwachs ist
proportional zum alten Bestand.

Rekursive Darstellung: b(t+1) = b(t) + k(b(t)), b(0) = a

Explizite Darstellung: f(t) = b-a* bzw. f(t) = b-e™

Eine Glasscheibe vom Typ A absorbiert 10 % des einfallenden Lichtes.

a) Geben Sie sowohl die rekursive als auch die explizite Funktionsgleichung i(n) an, die
beschreibt, welche Lichtintensitat man noch hat, wenn n Scheiben vorhanden sind.

b) Ermitteln Sie rechnerisch und mit einer Tabelle, wie viele Scheiben vom Typ A
bendtigt werden, um nur noch héchstens 50 % Lichteinfall zu haben.

c) Uberprifen Sie mittels Regression, ob die in a) ermittelte explizite Funktionsgleichung
richtig ist.

d) Zwolf Glasscheiben vom Typ B absorbieren 60 % des einfallenden Lichtes. Ermitteln
Sie, wie viel Licht eine Glasplatte vom Typ B absorbiert.

Aufgabe 3 Beschranktes Wachstum:
Diese Wachstumsart lasst sich z. B. so charakterisieren:

Die Anderungsrate % = k(G —y) ist proportional (k: Proportionalitatsfaktor) zur
Differenz aus Grenze (G) und dem aktuellen Bestand.

Rekursive Darstellung b(t + 1) = b(t) + k*(G - b(t)) und b(0) = A

Explizite Darstellung: f(t) =(A—G) e “* + G

(A: Anfangswert, G: Grenze, k, c: Proportionalitatsfaktoren, e: Eulersche Zahl)

In einen Raum mit der Temperatur von 20 °C wird eine Tasse mit kochendem Wasser

gestellt. Der Proportionalitatsfaktor k = 0,1 gilt fur einen Zeittakt von einer Minute.

a) Nutzen Sie die Tabellenkalkulation, um den Temperaturverlauf zu ermitteln. Geben Sie
zunachst die rekursive Funktionsgleichung an.

b) Stellen Sie den Temperaturverlauf grafisch dar.

c) Zeigen Sie, dass die explizite Darstellung fur beschranktes Wachstum
den Temperaturverlauf entsprechend beschreibt.

d) Versuchen Sie mittels Regression eine ahnliche Gleichung zu finden.

© 2024 T* Deutschland Seite 41



Wahlbereich 2: Logistisches \Wachstum

WB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 1:

Aufgabe 1

a) 2 =25, b(t+1) = b(t) + 25 mit b(0) = 100

b) Nach 12 Monaten sind 136 KA monat E bestand ¢ Amonat E bestand
Douglasien vorhanden. Man bendtigt - -
zur L6sung nur den relativen Zellbezug 1 0 100! | I8 200
+1)= +
b(t +1) =b(t) + 25. 2 1 125] | | 10 325
3 2 150 || 11 10 350
4 3 175 12 11 375
< 4 200 |13 12 400
c) Explizite Form
b(t) = 25t +100
d) Regression o)
g 280
£ 200 y = 25, x+100.
r=1,
120 ]
0 2 4 6 & 10 12
3 monat

Aufgabe 2

a) Explizit: i(n) =1 - 0,9" rekursiv: i(n + 1) = 0,9 -i(n) und i(0) = 1

b) Ansatz 0,9" =0.5

4 . . 1(n):-(0.9)" Fertig
Die Rechnung liefert n = 7, damit man
. 0 . . solve(l(n)-O.S,n) n=6,57881
noch hochstens 50 % Lichteinfall hat.
i(6) 0.521441
i(7) 0.478297
Tabellarische Losung Aanz  Eintensi.
4 3 0.729
5 4 06561
S 0.59049
6 0.531441
m 0.9:- b7
c) Die Regression liefert das gleiche 0.95.]
Resultat wie in a). % 050
<

=4
[+
a
L

o
2

T

anz

© 2024 T* Deutschland

Seite 42



Wahlbereich 2: Logistisches \Wachstum

d) Der Wachstumsfaktor x ist
unbekannt. Mit dem rechtsstehenden
Ansatz findet man als Lésung x= 0,926,
also gilt fir die Scheibe B:

b(n) =1-0,926™ bzw.

b(n+1) = 0,926-b(n) und b(0) = 1.

Eine Glasplatte vom Typ B absorbiert
ca. 7,4 % des einfallenden Lichtes.

b(n): =x"!

solve(s(12)=0.4,x) x>0

Fertig

x=0.926485

Aufgabe 3
a) b(t+1) = b(t) +0.1 (20 — b(t) und Azelt  Etemp
b(0) =100 =
1 0 &k 100
3 2 84.8
4 3 78.32
S 4 72488
=51+0.1 (20-57)
[]
b) 95 4 °
o
o 804
5 ®e
65 4 o ® {
50 4 L4 .k.

|||||||||||

ORI 283485 N6/ 88 OR10

c) Uberprifung, ob die allgemeine
Gleichung mit dem rekursiven Modell
Ubereinstimmt. Hierzu muss zunachst
der neue Proportionalitatsfaktor k fur die
Funktion f bestimmt werden. Dazu
verwendet man z. B. den mit der
rekursiven Berechnung gefundenen
Temperaturwert nach einer Minute.

zeit
solve(92=20+80- e % ) ,ﬁ.m(ﬂ)
9

solve(92=20+80- e ¥ 4) k=0.105361

Ferng

“In|=—| x
h(,\‘):-.'.’0+80- e 9

Die grafische Darstellung der Funktion h
liefert die Ubereinstimmung mit dem
rekursiven Modell.

fS(\'):-h(,\')

|||||||||||

012345678291

zeit o
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d) Da der TI-Nspire CAS keine Moglichkeit
bietet, begrenztes Wachstum durch
Regression zu bestimmen, muss man sich
hier folgendermalen helfen:

1. Der Temperaturverlauf wird so
verschoben, dass er sich asymptotisch
dem Wert 0 nahert, also um 20° nach
unten.

1

0
1
2
3
4

100
92.
84.8
78.32
72.488

A zeit E temp
- =temp-20

80

72.
64.8
58.32
52.488

2. Fur diesen neuen Verlauf ermittelt
man eine exponentielle Regression,
welche nicht mit der Basis ,e"
angegeben wird, sondern mit

y = 80-0.9%. < y = 80.- (0.9)%
012345678910
zeit
3. Verschiebt man nun diese gefundene -
Gleichung wieder um 20° nach oben, 12(x):=80- (0.9)¥+20
dann sieht man die Ubereinstimmung. g 801
~ 65
S0 4
a1 2345678910
zeit
Vergleicht man nun die beiden expliziten -m(1_°)-\- Fertig
Darstellungen, so erkennt man die A a20r80- 0 AL
Ubereinstimmung (indem man h ) "
umformt). 80- (l) +20
10
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Arbeitsblatt 2 Rekursive Beschreibung fiir logistisches Wachstum

Diese Wachstumsart lasst sich z. B. so charakterisieren:

Die Anderungsrate i—f =k-y-(G—y) ist proportional zum Bestand und zur
Differenz aus Grenze G und dem Bestand y.

Rekursive Darstellung: b(n + 1) = b(n) + k - b(n) - (G — b(n)) und b(0).
Eine magliche Darstellung in expliziter Form ist f(x) =

1+a-ekx

Aufgabe 1

In einem Feriendorf, in dem sich 250 Kinder aufhalten, bricht eine Grippewelle aus. Die

Zahl der Kranken nimmt von anfangs 10 pro Tag um den Proportionalitatsfaktor

k = 0,002 zu.

a) Entwickeln Sie ein begrindetes mathematisches Modell fur die Ausbreitung der
Grippewelle.

b) Nutzen Sie die Tabellenkalkulation, um den Vorgang grafisch darzustellen und geben
Sie die rekursive Bildungsvorschrift an.

c) Ermitteln Sie, zwischen welchen Tagen der Anstieg der Krankenzahlen am groften ist.

d) Fur den Proportionalitatsfaktor k muss gelten: k<1/G. Untersuchen Sie, was passiert,
wenn diese Bedingung verletzt wird.

Aufgabe 2

Oma und Opa Blumel lieben ihren Garten und ganz besonders ihre
Sonnenblumen. Jedes Jahr beteiligen sie sich an der Aktion
,Rekorde im Garten" der lokalen Volkszeitung. Schon zweimal gab
es den Preis fur die langste Sonnenblume im Garten. Sehr genau
vermisst und notiert Opa Blimel das Wachstum einer

Sonnenblume auch in diesem Jahr. /
Zeit t 0 2 4 6 8 10 12 16
(in Wochen)

Hghe h 0,1 02 | 05 | 09 | 21 33 | 42 | 43
(in Metern)

a) Ubertragen Sie das Datenmaterial in die Tabellenkalkulation. Zeigen Sie, dass fir die
ersten 8 Wochen der Wachstumsprozess mit Hilfe des exponentiellen Wachstums
annahernd beschrieben werden kann. Geben Sie eine mdgliche Funktionsgleichung f(t)
an.

Wie lang musste die Pflanze nach 12 Wochen sein, wenn exponentielles Wachstum
vorausgesetzt wird? Kommentieren Sie Ihr Ergebnis.

b) Nutzen Sie fur den gesamten Wachstumsprozess nun die logistische Regression.
Ermitteln Sie, wie hoch die Sonnenblume maximal werden kann. Beurteilen Sie die
Wahl des neuen Modells.
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WB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 2:

Aufgabe 1

a) Logistisches Wachstum stellt ein
realistisches Modell fur diesen Vorgang
dar, weil zu Beginn der Anstieg der
Krankenzahlen steigt und gegen Ende
des Vorgangs nur noch wenig Gesunde
da sind, die sich infizieren kdnnen.

b) Rekursive Bildungsvorschrift: 240 (000000000
b(n+1) =b(n) + k- b(n)- (250 — b(n)) _ 160 o
und b(0) = 10 und k = 0,002 & 120] o
60 4 ..
o o0o® :
0246 8101214161820
R tag
c) Schon aus der Grafik kann man _Hvwo Jewk
naherungsweise abschatzen, dass der = TR T
starkste Zuwachs zwischen dem 6. und 6 880005 238457
dem 10. Tag erfolgen muss. Die 7 16513285121
Berechnung in der Tabelle in Spalte C N :j;slz
zeigt, dass der Zuwachs vom 7. zum 8. T
Tag am groften ist.
d) Es muss k < ﬁ gelten, also 0 'l.'(: 'ﬂ'}':)"""'
k < 0,004. Schon fiir k = 0,005 ist das o |
Modell nicht mehr realistisch, da fiur den B 60 o
6. Tag eine Krankenzahl von 252 1 Iy [y +0
angegeben wird. S
Fir grolere k entwickelt sich ein L
chaotischer Zustand, so dass dieses 240 T ’.'.'.':.'.‘
Modell nicht mehr angewendet werden < e 2 i
kann. B .
(]
X 02468101212161820
tag
:; e ©0%0°%,
£ Té
5 160 oo ! 0| O
ki ® [ ] (] (]
80 4
0246 é(g%fz‘}fu'mbzb
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Aufgabe 2

a) Fur die ersten 8 Wochen ergibt sich
als Exponentialfunktion

y = 0.099029 - (1.46178)*

Nach diesem Modell wirde die
Sonnenblume nach 12 Wochen

y = 0.099029- (1.46178)%

hohe

1.5+

0.04

ca. 9,43 m hoch sein, was mit den 0132 3 456 7 8
Messwerten nicht (ibereinstimmt. zee
Ax):=0.099029- (1.46178)% £erdg
A12) 9.42642
b) Eine mogliche Regressionsgleichung *1
(mit d = 0) ist rechts dargestellt. oo /r"
4.4509

0 2 4 6 8 1012 14 16
zeit &

Es ergibt sich eine maximale Hohe von
ca. 4,45 m. Dieses Resultat scheint die
Wahl des Modells zu bestatigen.
Hinweis: Es gibt mehrere Moglichkeiten
der Darstellung der expliziten Form fur
die logistische Wachstumsgleichung.

1(x)

expand(#7(x)x)

lim (ﬂ(

X =@

4.45093- (1.80603)*

(1.80602)*+122.621

A 550.274

((\,)0.5'9112')4‘

22631

%) 4.45093
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Arbeitsblatt 3: Logistisches Wachstum

Das nebenstehende Bild® zeigt Graphen, die die

Entwicklung von Coronaimpfungen in Deutschland seit I LUSLINGI ST 41k eavey i ety
dem 27.12.2020 bis August 2022 in Prozent wiedergeben. | - estgeimpfte Sl o4 by
Es handelt sich um Wachstumsformen, die durch ein = Sindimanisins
zunachst langsames Anwachsen des Bestandes Uber = 2. Booster L
einen dann relativ starken, fast linearen Anstieg bis zu 50— Y
einem Auslaufen des Wachstums gegen eine Schranke S - /

mit einer immer kleiner werdenden 30 - /
Wachstumsgeschwindigkeit gekennzeichnet sind. 0 /

Solche Wachstumsformen werden in idealisierter Form o, - -+ =
dem logistischen Wachstum zugerechnet. ARSI i

In einem vorhergehenden Arbeitsblatt wurde eine rekursive Darstellung fir logistische

Wachstumsformen betrachtet: b(n + 1) = b(n) + k- b(n) - (§ — b(n)) mit dem Startwert
b(0).

Beispiel®: Eine Population von 1200 Grénlandwalen lebt in einem abgegrenzten
Lebensraum im Nordpolarmeer. Da die Wale keine naturlichen Feinde haben und in ihrem
Lebensraum ein reichhaltiges Nahrungsangebot vorfinden, werden sie sich zunachst
annahernd exponentiell vermehren. Durch die Zunahme der Anzahl der Wale sinkt aber
das Nahrungsangebot. Der Lebensraum bietet maximal Platz flr 20 000 Tiere. Im ersten
Jahr wird eine Zunahme um 8 % auf 1296 Tiere beobachtet.

1296 = 1200 + k - (20 000 — 1200) - 1200 liefert k = 2351000 ~ 0,000004255

Ein mathematisches Modell fir eine explizite Beschreibung enthalt der folgende Kasten.
(Eine Herleitung ist in Klasse 10 nicht moglich. Wir begnigen uns deshalb mit einem
Vergleich anhand des Walbeispiels.)

DieGIeichungf(t)=ﬁmitc=%—1und8>0,c>0,k>0,k<§

beschreibt einen logistischen Wachstumsprozess eines Bestandes mit der
Schranke S. Die Variable e in der Gleichung steht fur die Eulersche Zahl.

Berechnet man nach dieser Festlegung das Wachstum der Anzahl der Wale, so ergibt
sich:

20000 47 . 20000
= 1200 —-1= ? und damit 1296 = W

= k=~41-10"°
Wir vergleichen die rekursive Darstellung

b(n+1) = b(n) + .——b(n) - (20000 — b(n)) und b(0) = 1200

mit der expliziten

5 Foto: Autor, Quelle Zeitung ,,Freies Wort“ vom 20./21.08.2022, Seite 32
6 Nach Henrik Korsch, Gutenberg-Universitit Mainz
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20000

f@@ = (27 o 4110-570000¢ anhand ihrer Graphen.

A jahr B rekursiv C explizit D
= =seq(k=seqgen(u(n—1)+1/235000*(2000( =20000/(1+47/3*e"(-4.1*10/(-6)*2
1 0 1200. 1200.
2 1 1296. 1296.
3 2 1399. 1399.
4 3 1510. 1509.
5 4 1629. 1628.
6 5 1756. 1755.
7 6 1892. 1891.
20000 .;ﬁ;amw““mm,,a,,,,,mm,m

:‘w aasas’;n

Man erkennt eine gute Ubereinstimmung, aber nicht vollige Identitét der Ergebnisse. Das

liegt daran, dass die rekursive Darstellung das Wachstum schrittweise, die explizite

Darstellung aber stetig modelliert. Ebenfalls ohne exakten Nachweis sei hier mitgeteilt,

dass fur den Zeitpunkt tw der gréfiten Wachstumsgeschwindigkeit gilt: tw=S/2.
Erkennbar ist diese Eigenschaft am Graphen der Bestandsfunktion, der zu diesem

Zeitpunkt seinen grofdten Anstieg hat.

Aufgabe1

Betrachten Sie in der einleitenden Abbildung zur Entwicklung der Impfungen auf der
vorigen Seite die am weitesten links liegende Kurve fur die Entwicklung der

Erstimpfungen. Geben Sie einen moglichen Wert an fir

e die Schranke S,
den Zeitpunkt tw des starksten Wachstums,

[}
e die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit von April 2021 bis Juni 2021 und
[}

die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit von Dezember 2020 bis Marz

2021.
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Aufgabe 2

Das Wachstum einer Bakterienkultur kann durch die Gleichung f(t) =

120

1+4-—096t

beschrieben werden. Dabei steht t fur die Zeit in Stunden und f(t) fur die Menge in Gramm.
Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f(t).
Bestimmen Sie

Interpretieren Sie den Quotienten
Sachzusammenhang.

den Bestand fur t = 0,
die Schranke S,
den Zeitpunkt tw,

den Quotienten %

f&)-1) und tw im
3-1

120
110
100

90
80
70
60
50

h(t)

Aufgabe 3
Das Wachstum einer Sonnenblume kann durch die Gleichung

f®) =

/
Erganzen Sie die Tabelle.
Zeittin Wochen |0 4 10
Hohe in m 1 1,5

12
6+12:¢-05(t=3)

beschrieben werden (t in Wochen, f(t) HOhe in Meter).

Zeichnen Sie den Graphen t > f(t).

AHohe inm
2.00
1.50
1.00
0.50
Zett t in Wochen
1 2 3 4 5 6 7 38 9

Schatzen Sie ab, wann die Wachstumsgeschwindigkeit am grofdten ist.
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Aufgabe 4

Bei einem logistischen Wachstumsprozess hat
ein Bestand nach drei Wochen einen Wert von
150 und zu diesem Zeitpunkt auch seine grofte
Wachstumsgeschwindigkeit. Der Bestand zum
Beginn der Messung betrug 15. Bestimmen Sie
die Bestandsfunktion.

Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion, die
ein logistisches Wachstum mit Anfangswert 5,
einer Sattigung von 100 und einer grofiten

Wachstumsgeschwindigkeit bei t = 5 beschreibt.

200
180
160
140
120
100

80

60

20

10

12

b
14
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WB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 3:

Aufgabe1

die Schranke S: 80 %

den Zeitpunkt t,,: ca. Mai 2021

die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit’
von April 2021 bis Juni 2021: ca. 10,7 % pro Monat
die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit
von Dezember 2020 bis Marz 2021:

ca. 1,2 % pro Monat

Aufgabe 2
Zeichnung des Graphen der Funktion f(t).

Bestimmung

des Bestandes furt = 0: f(0) = 24 g,

der Schranke S: S=120g¢,

des Zeitpunktes tw: t,, = 1,44 Stunden,

Entwicklung der Impfungen
in Deutschland seit 27.12.2020, in Prozent

e Erstgeimpfte
== Grundimmunisierte ‘/
= 1. Booster //;—
= 2, Booster /" :

50

/

40,

30
20 =
10 -

£ - i At
it
L

7/

",:‘;‘; 4 R dd

#

4,

DIFMAMJJASOND . MAM

N

7 4E
o

h{t)
120
10
100
90
80
70

_ P (1.44,60.00)

des Quotienten: % ~ 25,3 g pro Stunde, »
Interpretation des Quotienten ﬂg;:# und von ty im /gg
Sachzusammenhang: & (R S N W S S N
Durchschnittliche Wachstumsrate von der 1. bis zur 3. Stunde, Zeitpunkt des starksten
Wachstums.
Aufgabe 3

Zeittin Wochen |0 1,39 4 3,58 10

Hohe in m 0,67 1 1,57 1,5 1,97

Zeichnung des Graphen t - f(t).

Hohe inm

2.00

1.50

1.00

0.50

Zett t in Wochen

1 2 3 4 5 6 7 8 9

L —

Abschatzung, wann die Wachstumsgeschwindigkeit am grofRten ist:

Ungefahr nach vier Wochen.

7 Geschiitzt von Monatsanfang bis Monatsanfang
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Aufgabe 4
S =300 ) 300 In(19)
Zum Zeitpunkt t,, der grofiten solve[150= et (NI
Wachstumsgeschwindigkeit betragt der 1+19- ¢ /¢ 3003 900
_ S

Bestand y = . 300 in(19)  Fertig
Aus f(0) = 15Tolgt wegen r(x):= - o=
oS 30 4 g 1419 e 300-x " 900

£(0) 15
Mit f(t) = —— und f(3) = 150 ergibt Ao) 15
sich 150 = m;% und daraus A3) 150

__In(19)
900

Skizze des Graphen einer Funktion, die ein logistisches Wachstum mit Anfangswert 5,
einer Sattigung von 100 und einer groRten Wachstumsgeschwindigkeit bei t = 5
beschreibt.

LY.
180
160
140
120
100 (5,100.)
80
60
40
20 [(0.0075)
/ 2 4 5 8 10 12 14;
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Arbeitsblatt 4: Anwendungen zu den verschiedenen Wachstumsmodellen

Aufgabe 1

Ein Gegenstand wird aus dem Kihlschrank genommen, in dem 6° C vorliegen. Er erwarmt

sich auf Raumtemperatur (20° C). Der Temperaturzuwachs betragt 25 % pro Minute.

a) Entwickeln Sie ein begriundetes mathematisches Modell fur den Erwarmungsvorgang.

b) Nutzen Sie die Tabellenkalkulation, um den Vorgang grafisch darzustellen und geben
Sie die rekursive Bildungsvorschrift an.

c) Geben Sie die durchschnittliche Temperaturanderung fur die Zeitraume 0. bis 5. Minute,
5. bis 10. Minute und 10. bis 15. Minute an.

Aufgabe 28

In einem Teich wurden 500 Forellen ausgesetzt. Man kann aus Erfahrung davon

ausgehen, dass sich die Forellenzahl ohne weitere Einflusse vermehrt. Es wird geschatzt,

dass sich im Teich maximal 2000 Forellen aufhalten kdnnen. Nach einem Jahr wurde die

Anzahl der Forellen im Teich auf 700 geschatzt.

a) Entwickeln Sie ein passendes rekursives Modell, welches den Sachverhalt beschreibt
und geben Sie die rekursive Bildungsvorschrift an. Bestimmen Sie zunachst den
Proportionalitatsfaktor k.

b) Wann ist demnach mit mindestens 1500 Forellen zu rechnen?

c) Vergleichen Sie die rekursive Bildungsvorschrift mit der expliziten.

d) Entwickeln Sie einen Vorschlag, wie viele Forellen pro Jahr gefangen werden sollten,
damit der Bestand nicht schrumpft.

Aufgabe 3
Informieren Sie sich im Internet Uber den Zusammenhang der logistischen
Differenzengleichung zu sogenannten Feigenbaumdiagrammen.

8 Idee nach Helmut Heugl ,,Mathematikunterricht mit Technologie®, S. 86
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WB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 3:

Aufgabe 1

a) Begrenztes Wachstum stellt ein realistisches Modell fur den Erwarmungsvorgang dar.

b) t(n+1) = t(n) + 0,25(20-t(n)), (0) = 6 TN L hbhdddl
g 14 ..‘
] - ..
# 64 @

0 2 4 6 8 10 12 14 1€
Zeit

c) In der Tabellenkalkulation lassen sich die \zet  EBtemp ¢ D
durchschnittlichen Temperaturanderungen leicht =

berechnen. Wie aus der Grafik ersichtlich ist, :’ gz 1':“‘3”"’"' O’S;;;’:
. . 2 L9 2.nterva A
Werden dlese klelner' 3 2 12.125 3.Interva.] 0.12026
3 14.0938

v

b16-b11
5 Y ()

Aufgabe 2
a) Man kann von logistischem Wachstum solve(700=500+ 500+ (2000-500) %)
ausgehen und mit den gegebenen Werten den L
Proportionalitatsfaktor berechnen. 3750
Man erhalt k = ;_ solve(700=500+k 500- (2000-500),k)
3750 =0.000267
Damit erhalt man die rekursive Bildungsvorschrift: - Y X
b(n+1)=b(n)+ 1 b(n) - (2000 — b(n)) g ® 1
3750 200 | .
b(0) = 500 2 it
600] | @
(]
012345678910
Jahr
b) Nach 5 Jahren kann man mindestens 1500 Ajahr B forellen C D A
Forellen erwarten. -
3 2 942667
3 1208.46
- 4 1463.54
‘ 16729
; 6 1818.82 ~
5 I 4«
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c) Bestimmt man die explizite Bildungsvorschrift
durch Regression, so erkennt man die gute
Ubereinstimmung. Auch die Grenze (ca. 2041)
passt gut zu den gegebenen Daten.

forellen

:

1800 -

2041.2

-0.533237-x

g

1.432.28172- ¢

|||||||||

jahr

Variante zur Bestimmung einer expliziten

Bildungsvorschrift:

Da f(x) = 1+a(-;ek'x eine mogliche Darstellung der

expliziten Form ist, gilt f(0) = % Hiermit kann

man a = 3 ermitteln und damit kann auch
= —-0,479573 bestimmt werden.

AN solve(ﬁOO-
Ax):=
solve(A(1)=700,4)

solve(d(1)=700,%)

ek
2000 ) a=3
ed
1+a

2000 Feraig

143 el‘ﬁ'\'

-
w

k=ln(

o

1

k=-0.479572

Mit beiden Werten erhalt man die explizite
Bildungsvorschrift f(x).

\ 2000- (1.6153846153846) fats
X):=
(1.6153846153846)%+3
) 2000- (1.61528)*

(1.61538)*+3

Der Graph von f beschreibt den Verlauf der mit 1800 R
Hilfe der rekursiven Bildungsvorschrift - ®
gefundenen Daten relativ gut. ]
Hinweis: Da zur Modellierung die Werte (0), f(1) | [*
und die Grenze genutzt wurden, passt der Graph 600
der Funktion insbesondere an diesen Stellen sehr e
gut zu den gefundenen Daten. J_O L& @ Aja?"s 24
d) Man experimentiert z. B. mit Hilfe eines 1700 ] e
Schiebereglers r, der die Fangquote pro Jahr o0 o
angibt. Diesen fugt man in die rekursive s - . bl o
Bildungsvorschrift ein s ] o 1 | 1
b(n+1) = b(n) + — - b(n) - (2000 — b(n)) — . o s
3750 500 '

Fangt man z. B. 120 Forellen pro Jahr, so wachst S e
die Population trotzdem noch. iahr
Bei einer Fangrate von 200 bleibt die Population
konstant. 1250+
Mehr als 200 Forellen durfen nicht gefangen ety —
werden, damit die Population nicht ausstirbt. S 600

300 4

X 0 10 é_gr 30 40

© 2024 T* Deutschland

Seite 56



Wahlbereich 2: Logistisches \Wachstum

forellen

Aufgabe 3

Der Zusammenhang ist gegeben durch die sogenannte Verhulst-Gleichung

Xn41 =T Xxn (1 — x,), die die gleiche Struktur hat wie die rekursive Darstellung fir
logistisches Wachstum.

Mit xo = 0,01 gilt:
Mit O < r < 1 stirbt die Population aus.

£ Tr =4

- RO EETEID

0 4 8 12 16 20 24 28 3-

Uit L amtan |

Mit 1 <r < 2 entsteht die typische
logistische Kurve.

£ Tr =1.3

S

0 4 8 1216 20 24 28 34

| = e

Folge.

Mit 2 < r < 3,6 alternierende Annaherung
an eine Grenze und Aufspaltung der

bestand

0.6

0.2+

0.0

0 4 8 12 16 20 24 28 33

---------

0 4 8 12 16 20 24 28 33
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Ab r > 3,6 Ubergang zum Chaos.

rrrrrrrrr

dargestellt.

Die Darstellung im sogenannten Web-
Diagramm ist moglich. Dabei werden
aufeinanderfolgende Folgenwerte
abwechselnd auf der x- bzw. y-Achse

Hinweis: Grafikmodus Sequence nutzen
und unter Attribute statt Zeitmodus
Webdiagramm einstellen.

; ;l(n)-l-ul(n-l)' (1—ul(n-lii 4 X

EEEmTr]

Dieses seltsame Verhalten hat der amerikanische Mathematiker Mitchel Jay Feigenbaum
im sogenannten Feigenbaumdiagramm dargestellt.

Val. https://lwww.michael-holzapfel.de/themen/parabelchaos/par_feigenbaum.htmi

/

09

08

07

06

05 +

04

03

02

X

Die horizontale Achse gibt den Wert des Parameters r an und die vertikale Achse die
Héufungspunkte fiir die Folge x,, (x-Achse).
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Wahlbereich 3: Kurven in Parameterdarstellung und in Polarkoordinaten

Wahlbereich 3: Kurven in Parameterdarstellung und in Polarkoordinaten

Kennen von Parameterdarstellung und Polarko-
ordinaten zur Beschreibung von Kurven

- Einfluss von Parametern auf den Kurvenver-
lauf

- Umrechnen von Polarkoordinaten in kartesi-
sche Koordinaten und umgekehrt

Kennen verschiedener Darstellungsformen des
Kreises

CAS, DGS

Lissajous’sche Figuren, Rollkurven wie Zykloide,
Epizykloide, Kardioide
2> KL9,LB3

archimedische Spirale, Kreis, Cassini'sche Kur-
ve

Graphen von geeigneten Wurzelfunktionen, Kur-
ve in Polarkoordinaten, Kurve in Parameter-
darstellung

Hinweise fiir Lehrkrafte:

Der TI-Nspire CAS bietet im Grafikmodus viele Moglichkeiten zur Darstellung von Kurven
sowohl in Parameter- als auch in Polarkoordinatendarstellung. So kann z. B. ein Kreis mit
dem Radius r = 4 LE auf verschiedene Art und Weise dargestellt werden.

sA7 Y

Nutzung von zwei Funktionen

% 1 Aktionen
1) 16-x2 2 Ansicht
7 37 Grap Y-
Q 4 Fens'#- 2 Relation
S ': .5 Spur @ 3 Vorlagen Gleichungssystem »
'‘d 6 Grap A 4 Parametrisch
/ B 7 Tabe & 5 Polar

8 8 Georli 6 Streudiagramm
&9 EinstE 7 Folge

Nutzung des Relationsplots

% 1 Aktionen »
& 2 Ansicht »
Funktion

57
Fotats | | | B0 Y- 1
. ; Q 4 Fens §-
- 2 L5 Spur 3
'@ 6 Grap A 4 Parametrisch
B 7 Tabe % S Polar

8 8 Georl:. 6 Streudiagramm
k _Q_B_EmstE 7 Folge

Vorlagen Gleichungssystem *»

Parameterdarstellung

i {xl(r)-4- sin(y) 4 1 Aktionen N
M

y1(r)=4- coslr) & 2 Ansicht »
;13 Grap - 1 Funktion

Q 4 Fens k- 2 Relation

657

173} Georli. 6 Streudiagramm

& 9 Einst/2 7 Folge

Vorlagen Gleichungssystem *

o
- 2 .S Spur 3
Lo E BN 4 Parametrisch
M| I8 7 Tabe® 5 Polar
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Polarkoordinatendarstellung

¥

657
K%l(@)-i

BeaOREBw
Owv AN =

B8
Ha

Grap A 4

Aktionen L
Ansicht »
Grap - 1 Funktion
Fens §. 2 Relation
Spur > 3 Vorlagen Gleichungssystem »
Parametrisch

Geor 2. 6 Streudiagramm
Einet I2 7 Folge »

In den nachfolgenden Arbeitsblattern konzentrieren wir uns auf die letzten beiden
Darstellungsformen. Sie bieten sich an, um z. B. einfache Zugange zu Umkehrfunktionen
und zeitabhangigen Prozessen zu finden oder eben zur Beschreibung von Kurven der
Ebene, die sich nicht durch Funktionen beschreiben lassen (Zykloide, Spiralen, etc.).
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Arbeitsblatt 1: Waagerechter und schrager Wurf

Aufgabe 1: Senkrechter Wurf

Bei einem Hilfseinsatz in einem Uberschwemmungsgebiet muss ein Hilfspaket auf eine
kleine Erhebung abgeworfen werden. Das Flugzeug befindet sich in 120 m Héhe und
bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von 50 ? auf die Erhebung zu.

a) Ermitteln Sie, wann und in welcher Entfernung vor der Erhebung das Hilfspaket
ausgeklinkt werden muss (vereinfachte Modellierungsannahmen: Luftwiderstand, Wind
etc. werden vernachlassigt).

b) Geben Sie auch den funktionalen Zusammenhang h(x) zwischen der Hoéhe h und der
horizontalen Entfernung von der Ausklinkstelle x an.

(Vgl. MU, Heft 3 Jg. 58, S. 35 ff.)

Aufgabe 2: Schrager Wurf
Ein Ball wird unter einem Winkel a schrag mit einer Geschwindigkeit von 28 ?

abgeschossen.

a) Begrinden Sie, dass die folgenden Parametergleichungen den schragen Wurf (ohne
Berucksichtigung des Luftwiderstandes) beschreiben:
x(t) =28-t-cos(a) y(t) =28-t-sin(a) — 5t

b) Ermitteln Sie, flr welchen Winkel die groRte Weite erzielt wird.

c) Geben Sie den funktionalen Zusammenhang h(x) zwischen der Hohe h und der
horizontalen Entfernung des Balls von der Abwurfstelle an.
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WB 3 Loésungen zu Arbeitsblatt 1:

Aufgabe 1:

a) Aus dem Text lassen sich sofort die

Gleichungen fur x(t) = 50t und
h(t) = 120 — 5t aufstellen und im
Parametermodus darstellen.

Man berechnet, dass ca. 245 m vor
der Erhebung das Hilfspaket
ausgeklinkt werden muss und es
dann 5 s fallt.

t=-2- \/g or t=2- \/6—

solve(120—5- z2=0,t)
solvel120-5- £2=0,9)
t=-4.89898 or 1=4.89898

50- 4=4.89898 244.949

b) Es ergibt sich als Zusammenhang

h(x) = 120 — %=

500

2 X
= —Ce 17| = — X
y=120-5-¢°|¢ == y=120-

500

Aufgabe 2:

a) Der x-Anteil* der Bewegung wird

mittels cos(a) realisiert, analog der
,y-Anteil“ mittels sin(a) in
y-Richtung. Hier muss, wie beim
waagerechten Wurf, die
Fallbeschleunigung bertcksichtigt
werden.

45.48 Ay

r25.05 5 153.97

2

{xl(f)=28- r cos(a)

y1(e)=28- ¢ sin(a)-5- ¢
56.88 |

© 2024 T* Deutschland

Seite 62



Wahlbereich 3: Kurven in Parameterdarstellung und in Polarkoordinaten

b) Durch Experimentieren mit dem L 2Lk (L]
Schieberegler erkennt man, dass fir NI [NEE
a = 45° die grofite Weite erzielt wird.
S x
F25.05 |5 153.97
{xl(t)=28- r cos(a)
yl(t)=28- t sin(a)—S- t2
-56.88 | N
Hinweis: Auch eine Berechnung ist - wie solve(0=28- t-sin(b)-5- t2,t)
im Screenshot dargestellt - mdglich. 28- sin(b)
Es ergibt sich eine maximale Weite von = £=0
ca. 78,4 m. Ly
x=28" - cos(b)|r=28+m(b)

T8¢ sin(p)- cos(®)

5
Max 784- sm(z)- cos(b) bllosp<90 b=45
- 784- sm(b)- cos(b) b=45 x=78.4
5
c) Die Umformung einer der beiden solve(x=28: &=cos (b)) . *
Parametergleichungen nach t und : = 28 cos0)
Substitution von t in der anderen -
Gleichung liefert den gesuchten <28 £ gin(2) 5~ 12|
Zusammenhang. et . 57 —
5x2
= . —_—— 2
h(x) = tan(a) - x Tet(cos @) - 5. x
784- (cos(s))
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Arbeitsblatt 2: Ellipsengleichungen in Parameterform

Aufgabe 1

Erzeugen Sie den Graphen von x(t) = 4 - cos (t) und e p—
y(t) = 2 -sin (t) mit der Parameterfunktion des CAS- B2 Ansich T
Rechners. Beschreiben Sie deren Form. e
Erzeugen Sie weitere Graphen von Kurven mit der o o
Parametergleichung B e & e gogramm

x(t) =a-cos (t)und y(t) = b-sin (t) mita,b > 0;a # b. 9 Einst!2 7 Folge

Aufgabe 2

Beschreiben Sie die Auswirkungen auf die Form, wenn Sie a und b in
x(t) = a-cos (t) und y(t) = b -sin (t) mit a,b > 0; a # b vertauschen.
Geben Sie Parametergleichungen fur die abgebildeten Kurven an.

Y y

2
x .
E EEE] 12 3 4 ¢ 7 8|2 L] 12345670
! 2
-2 s
- -3+ 4

Bild 1 Bild 2

Aufgabe 3
Erlautern Sie die Umformung der Ellipsengleichung von der Parameterform in die
kartesische Form.

2
x=a-cos(t) = g = cos(t) = Z—Z = cos?(t)

y =b-sin(t) = % = sin(t) = Z—z = sin?(t)

x2 2

atyp=1

Aufgabe 4

Der TI-Nspire CAS bietet unter Graphs-Eingabe/Bearbeitung - |# 1 Aktienen m
. . . & 2 Ansicht g

Vorlagen Gleichungssystem auch eine Vorlage fur die 5B 1 Funkion =

Verwendung der kartesischen Form der Ellipsengleichung Q 4 Fens 2 Relation

an. Erkunden und beschreiben Sie die Bedeutung der v Comde

Parameter a, b, h und k. & 3 Kreis lar i i

Das Foto zeigt das Modell eines Scherengitters. Wird der =81 Mimsinunittorm E2 + O g

rechte Eckpunkt der Raute nach links entlang des Stieles

bewegt und der linke Eckpunkt festgehalten, dann verandern ; N
alle Punkte auf der Raute auRer dem linken Eckpunkt ihre S ke
Lage.

Simulieren Sie die Konstruktion durch eine geometrische Konstruktion auf Ihnrem CAS-
Rechner und zeigen Sie, dass sich der Mittelpunkt M von PQ auf einer elliptischen Bahn
bewegt, wenn Q auf den Ursprung zulauft.
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WB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 2:

Aufgabe 1 :

Darstellung weiterer Ellipsen: individuelle Losungen /’-2—\
Aufgabe 2 3 -EQh 12345678
Der Wert flr a in x(t) = a - cos (t) gibt den Abstand der jl/

Scheitelpunkte auf der x-Achse an.
Der Wert flr b in y(t) = b - sin (t) gibt den Abstand der Scheitelpunkte auf der y-Achse an.
Beim Vertauschen von a und b werden auch diese Abstande getauscht.

Bild 1: x(t) = 5+ cos (t) und y(t) = 3 - sin (t)
Bild 2: x(t) = 3 cos(t) und y(t) = 5 - sin(t)

Aufgabe 3
Durch a bzw. b dividieren und quadrieren ergibt:

x=a-cos(t) = g = cos(t) = Z—z = cos?(t)
y =b-sin(t) = % = sin(t) = Z—j = sin?(t)
Beide quadrierte Gleichungen addieren:

Z—z + Z—j = sin?(t) + cos?(t) = 1 (trigonometrischer Pythagoras)

Aufgabe 4
Die Parameter a und b beschreiben die Langen der Achsen. Die Parameter h und k geben
den Mittelpunkt M(h| k) einer parallel zu den Achsen verschobenen Ellipse an.

Offnen Sie die Anwendung Graphs. Zeichnen Sie um den &
Ursprung O einen Kreis mit dem Radius 4 LE (Geometry - 1.
Konstruktion - Zirkel). Legen Sie einen Punkt P auf dem Kreis i _____

fest (Geometry - Punkte&Geraden - Punkt auf). Zeichnen Sie |~ | . P

:3
ey M

um P einen Kreis mit dem Radius 4 LE, der die x-Achse im
Punkt Q schneidet (Geometry - Konstruktion - Zirkel). Spiegeln
Sie den Punkt P an der x-Achse (Geometry - Abbildung -
Achsenspiegelung). Der Spiegelpunkt ist R. Zeichnen Sie die
Raute OPQR (Geometry - Formen - Polygon). Konstruieren
Sie den Mittelpunkt M von PQ (Geometry — Konstruktion —
Mittelpunkt). Wahlen Sie Spur — Geometriespur und erzeugen
Sie die Spur von M beim Bewegen von P auf dem Viertelkreis
um O im 1. Quadranten.
Gleichung des Ellipsenbogens:

o P(4cos(t)|4sin(t)) liegt auf einem Kreis um O mitr =4 LE.

e Q(8cos(1)|0) ist aus Symmetriegriinden doppelt so weit von O wie P entfernt.

e M(6cos(t)|2sin(t)) ist der Mittelpunkt von PQ.

e Die Gleichung des Ellipsenbogens lautet:

x(t) =8-cos(t);y(t) =2-sin(t)ymit0 <t < g
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Arbeitsblatt 3: Weitere Kurvengleichungen in Parameterform

Im vorigen Arbeitsblatt wurde gezeigt, dass der Mittelpunkt M von 4 —
PQ auf einer Viertelellipse liegt, wenn Q sich auf den Ursprung 5f”
zubewegt. Dies wurde erreicht durch die Veranderung der Lage 4 " P
von P auf dem Ursprungskreis fiir Winkel im Intervall 0 < t < % B /

Aufgabe 1

Untersuchen Sie aus innermathematischer Sicht, welche Kurve
entsteht, wenn flr die Drehung von P um O auf dem

Ursprungskreis die Beschrankung auf das Intervall 0 < t < g
aufgegeben wird.

Aufgabe 2

Durch Variieren der Gleichung {

x(t) = €05 () gir den Einheitskreis lassen sich
y(t) = sin (t)

interessante Kurven erzeugen.

Ordnen Sie den Gleichungen den passenden Graphen zu.
x(t) = cos (2t) x(t) = cos (2t) x(t) = sin (2t)
L { y(t) = sin (t) @ {y(t) = sin (3t) 3) {y(t) = sin (3t)

Ein Graph bleibt Gbrig. Versuchen Sie, seine Parametergleichung zu finden.

Y \,Y -
= ﬂ x

C

A B
Aufgabe 3

Erzeugen Sie weitere Graphen durch Variieren der Parametergleichung. Lassen Sie lhren
Nachbarn die Gleichungen raten.
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Aufgabe 4

,Gegeben sei ein (erzeugender) Kreis mit dem Radius r1. Rollt man einen zweiten Kreis
mit dem Radius r2 auf ihm ab und verfolgt man dabei die Bahn eines Punktes P auf der
Kreislinie, so entsteht die Epizykloide*.°

x(t) = (r1 +r2) - cos(t) —r2 - cos [(1 + %) . t]

Parametergleichungen von Epizykloiden: -
y(t) = (r1 +r2) - sin(t) —r2 - sin [(1 + E) . t]
Experimentieren Sie mit verschiedenen erzeugenden (r1) und abrollenden (r2)
Kreisradien. Erstellen Sie dazu ein Graphs-Dokument mit zwei Schiebereglern fur r1 und
r2 nach folgendem Muster (Graph-Eingabe/Bearbeitung: Parametrisch):

- ) x
-20.01 1 18.47
€ |22 =8

r2

yi(:)—(rlﬂ'l)- sin(:)—r..’- sin
-15.79

Beschreiben Sie lhre Beobachtungen fir Falle, bei denen das Verhaltnis der Radien r1
und r2 ganzzahlig, rational oder irrational ist.

Hinweis: Die Anzeige der Gleichungen auf dem Bildschirm kann man durch die Anweisung
YAuswahl* ausblenden.

Aufgabe 5
Recherchieren Sie Uber Epizykloiden im Internet und bereiten Sie einen Vortrag dazu vor.

Aufgabe 6
Erlautern Sie, welcher Unterschied zwischen den Graphen von

{X(t) = 3sin (2t) und {x(t) =t
y(t) =t y(t) = 3sin (2t)
Kontrollieren Sie lhre Uberlegungen mit dem CAS-Rechner.

mit 0 < t < 27 zu erwarten ist.

? Quelle: http://www.mathematische-basteleien.de
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WB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 3:

Aufgabe 1
Die innermathematische Sicht ist dadurch gegeben, dass man sich von der mechanischen
Vorstellung des bewegten Scherengitters trennt und nur die Folgen der geometrischen
Konstruktion betrachtet.

Man kann die vollstandige Geometriespur von M TRV s
erzeugen bei mindestens einer vollen Umdrehung von P
um den Ursprung.

Es entsteht eine Spur, die an den Umriss eines Eies
erinnert. Die Spur kommt nur im 1. und 4. Quadranten mit
der Ellipse zur Deckung.

Im 2. und 3. Quadranten bildet die Spur einen Halbkreis
mit der Parametergleichung

x(t) =2-cos(t);y(t) = 2-sin (t).

Begrindung: Liegt P auf dem Kreis um O im

2. oder 3. Quadranten, dann liegt Q im Ursprung und der
Mittelpunkt M von Q(0|0) und P(4cos(t)|4sin(t)) hat die
Koordinaten M(2cos(t)|2sin(t)). o
Die Parametergleichung von M lautet: Y, | ML AN

x(t) =8-cos(t);y(t) =2-sin(t),—

x

. 2 b &
<t< 65 4-3.:2.717[1 2 3 45 6 7 8

QAo

w
N ﬁNI«:I

x(t) = 2-cos(t); y(t) = 2 -sin(t), > <t<—

Die grafische Darstellung zeigt die Ubereinstimmung mit
der Geometriespur.

Ay

W G e

‘ [ TR AN
'.A. \‘ ;1"‘;’( SN
x/( A1 /ey M
-
L

Aufgabe 2
Es gehdéren zusammen: (1) und B, (2) und C, (3) und D.

. : x(t) = cos (t)
Der Graph A hat die Gleichung {y(t) = sin (20)

Aufgabe 3
Weitere Graphen und Gleichungen individuell.
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Aufgabe 4
Epizykloiden:
Das Verhaltnis der Radien ist | Die Kurve
ganzzahlig ist einfach geschlossen
rational schlief3t sich nach mehreren Umlaufen
irrational schlief3t sich nicht

Eine Eigenschaft ist allen Epizykloiden gemeinsam: Sie liegen in einem Kreisring, der von
dem erzeugenden Kreis mit dem Radius r1 und einem Hullkreis mit dem Radius r1 + 2 - r2

gebildet wird.
Einige besonders ,schone” Epizykloiden:

v

N
T

{xl(t)=6- cos(t)-—cos .
yl(t)=6- si_n(t)—sin(é- t)

Aufgabe 5
Vortrag individuell

w X

7y

Aufgabe 6
Erlauterung in Worten flr diese grafische Darstellungen.
y T
’ 5 {xl(t)=t
Q> 4 yl(r)=3- sin(4- I)
<j: {xl(t)=3- sin(4- ) 3
—— 7 (6 ’
< Ml 1
g > d b [21 3 a [s|s 7 @
<> )
3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 &
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Arbeitsblatt 4: Polarkoordinaten

Im ebenen Polarkoordinatensystem wird ein fester

Punkt O (,Pol“) und eine in diesem Punkt P(r, ¢>)
beginnende Halbgerade (,Polachse®) als
Bezugssystem gewahlt. Die Lage eines Punktes P
der Ebene wird durch seinen Abstand r vom Pol und
dem im Pol an die Polachse im mathematisch
negativen Drehsinn angetragenen Winkel 6
(,Polarwinkel Theta“ in Bogenmal}) zwischen den
beiden Halbgeraden OP und der Polachse eindeutig
beschrieben.

Wie bei kartesischen Koordinaten schreibt man beide Angaben in Klammern P(r; 6).
Eine Kurve wird dann durch eine Gleichung r(6) beschrieben. Da sich bei einem Kreis
die Entfernung zum Pol nicht andert, wenn der Drehwinkel verandert wird, lautet die
Gleichung eines Kreises z. B. mit dem Radius 5 LE r(6) = 5.

'Polacrhse

Hinweise zur Darstellung auf dem TI-Nspire CAS am Beispiel der Darstellung eines
Kreises mit dem Radius 5 LE.

Applikation Graphs o6ffnen, % 1 Aktionen »ﬁ
unter Menii Einstellungen das Bogenmal fur 2 Anslclx : -
A8 Grap - 1 Funktion

’ ; 2 Relation
Graph festlegen Q 4 Fensk. 2 Relatio
Menti — Graph — Eingabe/Bearbeitung — Polar [ 5 Spur @ 3 Vorlagen Gleichungssystem »
Gleichung 7(6), sowie ggf. ein Intervall fur 57 Tove - N
Heingeben, # 8 Georl:. 6 Streudiagramm
Meni — Fenster — Fenstereinstellungen £ 9 Einstl2 7 Folge g
anpassen te 8 Diferentaigleichung
Das Zeichen 6 fur den as |

<
-
=

Winkel findet man unter [m]. B CH

Gleichung r(6) = 5 eingeben, Ay
ggf. Fenster einrichten.
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Umrechnung
Polarkoordinaten < kartesische Koordinaten: y
x =r-cos(f);y =r-sin(0) 5
r =.x%+y?% 6 = arctan (%) 4
E P
2 7’=5 \“
T |1
1 f=—115
6 g i . X
1, 1 2x3 45 6
4
Beispiele:

Es sind die Polarkoordinaten des Punktes P(1|2) gesucht.
Aus x=1 und y =2 folgt r = V12 + 22 = /5 sowie
0 = arctan G) ~ 63,4°(~ 1,12 Rad)

Es sind die kartesischen Koordinaten von P zu ermitteln fir einen Punkt P mit
r=3 und 6 =

x=3-cos(g)

sy

“VZ~212undy =3"sin (5) = 2v2 ~ 2,12

2

Aufgabe 1:
Gegeben sind die Punkte A(3| ), B (5| — g) und

C(4] 1) in Polarkoordinaten. Zeichnen Sie die
Punkte in das Koordinatensystem ein und geben Sie
deren kartesischen Koordinaten an.

Pol |m Ursprung’ 3 876 5432 123456789
Polachse = positive x-Achse

- N W e Vo

x

[ R [ T )
Vs oW -

Aufgabe 2:

Stellen Sie die Kurven zu den folgenden Polargleichungen dar.

r(8) =2+ (14 cos (0))

r(6) = 5-/cos (26)

r(6) = 4 -sin (30)

r(0) = sin3(0) + cos? (6)

In der Literatur/im Internet werden folgende Begriffe fur diese Kurven genannt:
,Trifolium®, ,.Das krumme Ei“, ,Lemniskate®, ,Kardioide®

Ordnen Sie jeder Kurve ihren richtigen Namen zu.

Aufgabe 3:

Betrachten Sie mithilfe eines Schiebereglers fir den Parameter k verschiedene Kurven zur
Polargleichung r(6) = sin (k - 8) mit k € N. Beschreiben Sie einen mdglichen
Zusammenhang zwischen der Art der Kurven und den Werten von k.
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WB 3 Lésungen zu Arbeitsblatt 4:

Aufgabe 1

AQ@B|mt) 2> x=—-4y=0

B(51-%)>x=0y=-5

C(4|1)> x = 2,16;y = 3,37

Aufgabe 2

3

2

&<

r1(9)

Kard-ioide

Y

6

s

4 (ad

3 .

2| (2.16,3.37)
(-4,00) 4 1 d
!'8'7'5'5'4'3'2'11 12 3 456 7 89

-2

-3

4(0.0,5)

¢ (0.0,-5

H

Lemniskate

{

-a%

Trifolium

Aufgabe 3

/1=

r l|(6)=(sin (6)) 3 +(co

5(6))°

Das krumme Ei

r(6) = sin (k- 0)

1

¥

< > k =5,

T

1 11(8)=sin(k- 6)

1 11(8)=sin (k- 8)

k ungerade:
k-blattrige Blute

k gerade
2k-blattrige Blute

k=1

Kreis
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Arbeitsblatt 5: Spiralen

Spiralen treten in der Natur, Technik, Architektur und Kunst haufig auf.
Es gibt ebene und raumliche Spiralen. Spiralen sind ein Beispiel fur
Kurven, die sich besonders einfach und elegant durch
Polarkoordinaten mathematisch beschreiben lassen.

Ein gerolltes Seil'® hat eine Spiralform. Da das Seil iberall die gleiche
Starke hat, haben aufeinanderfolgende Windungen stets den gleichen
Abstand. Solche Spiralen nennt man ,archimedische Spiralen®.

Definition:
Spiralen mit der Polargleichung r(¢) = a- ¢ + b mita>0und b > 0 heillen
,archimedische Spiralen®.

Beispiel:
Das nebenstehende Bild zeigt den Graphen von r(8) = % -0
mit 0 < 6 < 8m.

Aufgabe 1
Zeichnen Sie die Spirale r(0) = é - @ fur verschiedene

Intervalle 0 < 6 < 2k - ™ mit k € N. Beschreiben Sie, worauf
die rechte Intervallgrenze Einfluss hat.

Aufgabe 2
Weisen Sie nach, dass der konstante Abstand benachbarter Spiralwindungen bei
archimedischen Spiralen a - 2w betragt.

Aufgabe 3
Untersuchen und beschreiben Sie den Einfluss der Parameter a und b auf die
archimedische Spirale.

Aufgabe 4
Von einer Archimedischen Spirale sind zwei Punkte A (1| %) und B (2| % + Zn) bekannt.
Ermitteln Sie eine Polargleichung dieser Archimedischen Spirale.

Geben Sie fur die Punkte A und B auch die kartesischen Koordinaten an.

10 Foto: Autor

© 2024 T* Deutschland Seite 73



Wahlbereich 3: Kurven in Parameterdarstellung und in Polarkoordinaten

Andere Spiralformen, bei denen der Abstand aufeinanderfolgender
Windungen nicht konstant ist, finden sich oft in der Natur, wie
dieses Foto'" eines Ammoniten exemplarisch zeigt.

Ein Beispiel fur die Mathematisierung solcher Spiralen sind die
Jlogarithmischen Spiralen®.

Definition:

Eine ,,logarithmische Spirale“ ist eine Spirale, bei der sich mit jeder Umdrehung um
ihren Pol der Abstand von diesem Mittelpunkt um den gleichen Faktor verandert. Der
Radius wachst also proportional zur Bogen- bzw. Spirallange.

Eine Polargleichung der logarithmischen Spirale ist 7(8) = a - e

mit a, k € R\{0}, & € R und der Eulerschen Zahl e.

Wegen der Exponentialgleichung werden diese Spiralen auch als ,Exponentialspiralen®
bezeichnet.

Aufgabe 5
Gegeben ist die Polargleichung r(8) = e%%5¢:
a) Stellen Sie die Kurve im Intervall 0 < x < 10x grafisch dar.
b) Bestimmen Sie fir die Schnittpunkte der Spirale mit der Polachse die Abstande
vom Pol, also die Lange des Radius zu den in der Tabelle angegebenen Winkeln.

Winkel 0 27 41 6 8w 107w
Radius

Quotient

c) Zeigen Sie, dass die Quotienten zweier aufeinanderfolgender Radien
naherungsweise konstant sind. Welche Aussage aus der Definition wird damit
gestutzt?

d) Weisen Sie die in ¢) untersuchte Eigenschaft anhand der Polargleichung exakt
nach.

e) Stellen Sie grafisch dar, wie sich die Spirale verandert, wenn sie im Intervall

—4m < x < 10w dargestellt wird. Beschreiben Sie, wie sich die Spirale andert, wenn
die linke Intervallgrenze immer weiter gegen minus Unendlich geht.

T Foto: Autor
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WB 3: Losungen zu Arbeitsblatt 5

Aufgabe 1

Die rechte Intervallgrenze 2k - © mit k € N bewirkt, dass es k Spiralwindungen um den

Ursprung gibt.

Aufgabe 2
a-0+2n)+b—[a-0+bl=a2n

Aufgabe 3

Schieberegler flir a und b einrichten mita >0 und b = 0.
Der Parameter a bestimmt den Abstand der
aufeinanderfolgenden Spiralwindungen (siehe Aufgabe 2).
Der Parameter b legt den ,Startpunkt S* der Windungen

-5

fest: S(b| 0).

4 -3 -2 '1_ 1 2 3 4
51(6)=a- 6+b

S 6 7/ 8

Aufgabe 4
S 6.67 1Y
1=——+b
solve dap} B({2.,\2)
T ] ﬁ 1
2=q- (—+2- Jt)+b ﬁi\( =) <
4 1 2~ 4 10
12 23 &'/
a= and b=— 12 i
257 25 r1(g)=——- g+—
)s- T ')5
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Aufgabe 5
a), b) und c)
Winkel 0 21 4 61 8m 107
Radius 1 1,37 1,87 2,57 3,51 4,81
Quotient 1,37 1,36 1,37 1,37 1,37 -
y
5 1‘1(6)=eo'05' 6

Die Quotienten zweier aufeinanderfolgender Radien haben naherungsweise den
konstanten Wert 1,37. Das entspricht der Eigenschaft ,Der Radius wachst proportional zur
Bogen- bzw. Spirallange®.

d)
Exakter Nachweis:

0,05-(0+2m) 80,05'6+0,05'271.' e0,05'9_e0,05'271'

e s
= = = %0527 = g7 ~ 1,37

30,05-9 90,05-9 e0,0S-B
¢0.05: (6+2: ) 1.36910777062
e0.0S- 8
e) 1" 0.05-¢6
Die Spirale windet sich enger um den Pol (rote Kurve). Tr1(6)=e™
Je naher die linke Intervallgrenze gegen minus unendlich ruckt, r
desto enger windet sich die Spirale um den Pol, ohne ihn zu ﬁ@% .
erreichen. L z&\\ﬁ ]34 5 ¢
j: l_,(ﬁy)ﬁeo.os- 6
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Arbeitsblatt 6: Parameterdarstellungen und Zufall

Parameterdarstellungen kann man auch nutzen, um 134y

Zufallsprozesse zu simulieren.
Im Bild rechts ist dazu ein einfaches Beispiel
dargestellt. In der Einstellung Graph —

0.1

Eingabe/Bearbeitung — Parametrisch kdnnen 1 i .
Kurven, die in Parameterform gegeben sind, durch
Eingabe eines Ausdrucks flr x(t) und y(t) dargestellt {
werden. Berucksichtigen muss man fur jeden Fall die
Laufvariable t. Es knnen maximal 200 Punkte =
dargestellt werden. Die Voreinstellung fur die
Darstellung der Punkte ist stetig, wie im oberen Bild.
Dies kann unter Attribute verandert werden, wie im = =
unteren Bild. 1 1 1

fxa(e)=
\ya(d)=rand() | -10s510 tstep=1

.\'4(:)?:
}'4(:)-131141() -10=¢210 tstep=1

Aufgabe 1:

Erzeuge die in der Grafik dargestellten Bilder eines geflllten Rechtecks und eines Kreises
mit dem CAS.

2.284Y

e 4

0.5 1 3.7%

0.65

Aufgabe 2:
Das Bild wurde mit der rechts angegebenen Definition erzeugt.

BEE 1

??

s % x5(¢)=¢2- mnd()I
g {ys(r)=r

N e—_ NN -2.85¢52.8 fstep=0.1
Erzeugen Sie das folgende Bild und beschreiben Sie lhre i
Uberlegungen.
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WB 3: Losungen zu Arbeitsblatt 6
Losungen:

Aufgabe 1
1. Rechteck z. B.:

x1(¢)=2: rand()
E] (s 1()=1- rand()+1

0<zs2 tstep=0.01

2. Kreis z. B.: x2(z)=cos(t)- rando 3()-COS()
[v/] y2(t)=sin(t)~ rand() . y3(¢)=sin(¢)
0=¢2600 tstep=3 0=¢<600 tstep=3
Aufgabe 2
Maogliche Losung: x6(0)=t x7(1)=4
v6(r)= \/—rand() El y() -\t - rand()
O_ =6 1step=0.13 0=£26 tstep=0.13

Literaturhinweise:

Auf den deutschsprachigen Webseiten von Texas Instruments (TI) education.ti.com/de
findet man unter der Rubrik ,Downloads” verschiedene Handbucher zur TI-Nspire™ CX
CAS Technologie.

Alle im Text beschriebenen Programme, die Tl Codes und viel mehr natzliche
Unterrichtsmaterialien finden Sie auf der TI Materialdatenbank unter
www.ti-unterrichtsmaterialien.net oder gehen Sie auf www.t3europe.eu.

Unter der Rubrik ,Resources” gibt es auch unzahlige fremdsprachige Materialien.
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Netzwerk

Das T2 Lehrerfortbildungsnetzwerk richtet sich an Sie,
an Lehrerinnen und Lehrer, die sich zum sinnvollen
Einsatz digitaler Werkzeuge im MINT-Unterricht aus-
tauschen und weiterentwickeln wollen. T2 Deutschland
ist Teil des internationalen T® Netzwerks.

Fortbildungen

T2 Deutschland bietet Ihnen padagogisch-didaktische
Unterstiitzung in Form von schulinternen Fortbildungen,
Online-Seminaren und Tagungen an.

Materialien

Aufgabenbeispiele, Tutorials, Videos und mehr nitzliche
Materialien fir Ihren MINT-Unterricht stellen wir auf der
Materialdatenbank kostenlos zur Verfligung.

e Der T® EduBlog bietet exklusive Interviews, inspirierende Erfahrungsberichte und mehr

Informieren Sie sich. Machen Sie mit!

Nehmen Sie Kontakt zu uns auf unter:

www.t3deutschland.de | info@t3deutschland.de

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

u T3 Europe
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http://www.t3deutschland.de
https://www.youtube.com/channel/UCE8PpWx_XLpjsjNYlUw2t_g
https://www.t3deutschland.de/de/t3-europe/edublogs

TI-Nspire™ CAS macht Schule

TI-Nspire™ CX CAS
Technologie

Ob Handheld, Software (Win/Mac) oder Tablet
(Win/iPad) - alle Produkte sind einzeln oder
als integrierte Lésung einsetzbar. Passendes
Zubehor unterstitzt den facheribergrei-
fenden Einsatz in Mathematik, Informatik,
Naturwissenschaft und Technik (MINT).

www.tinspirecas.de

Praxisorientierte Unterrichtsmaterialien

Nutzliche Aufgabenbeispiele fiir Ihren Unterricht, kostenlose Downloads und Hinweise auf Verlagspubli-
kationen finden Sie auf der Tl Materialdatenbank, auch ganz speziell zur TI-Nspire™ CX Technologie.

Schauen Sie mal rein:
Tl Materialdatenbank: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

» Nutzen Sie beispielsweise unser kostenloses Ausleihprogramm!

» Ausfihrliche Produkt- und Serviceinformationen sowie Bezugsquellen finden Sie auf unseren
Tl Webseiten education.ti.com/de

» Die Tl Schulberater unterstltzen Sie gerne bei allen Fragen rund um den Einsatz von
Tl Rechnern im Unterricht: schulberater-team@ti.com

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

° www.youtube.com/TledtechDE

n education.ti.deutschland
u @TIEducationDE
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