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Das Seilparadoxon

Ein um eine Kugel gelegtes Seil wird um 1 m verlangert und wieder straff gezogen.
Wie weit kann dann das Seil in eine Richtung nach oben gezogen werden?

Hier wird dieses hinlanglich bekannte Phanomen unter dem Aspekt betrachtet, eine
Gleichung, die analytisch nicht I6sbar ist, durch ein Naherungsverfahren mit dem
TI-30X Prio MathPrint™ néaherungsweise zu lésen.

(Foto privat)

Voranstellen sollte man den Uberlegungen ein Experiment an einem Modell, um eine an-
schauliche Vorstellung von dem Sachverhalt zu bekommen.

Der Umfang d (in Meter) einer kleinen Kugel wird ermittelt. Ein Bandmaf aus dem Nahkast-
chen wird an der Stelle d + 1m mit dem Anfang des Mal3bandes durch eine Biroklammer
zusammengeheftet, um die Kugel gelegt und straffgezogen. Mit einem Metermaf3stab wird
die kiirzeste Entfernung der Blroklammer von der Kugeloberflache ermittelt.

Stellt man vor dem Experiment eine Schatzung an, kann diese nun mit dem Messergebnis
verglichen werden.

Nun lassen sich weitere Uberlegungen anstellen:

¢ Wenn die Kugel sehr klein ist, dann wird man erwarten, dass die Bluroklammer etwa
0,5 m von der Kugel entfernt ist.

¢ Was wird mit dem Abstand passieren, wenn der Durchmesser der Kugel gréf3er wird
und das um die Kugel gelegte Seil stets um 1 m verlangert wird?

e Wird der Abstand gré3er oder kleiner oder bleibt er gleich?

e Gegebenenfalls konnen diese Uberlegungen durch analoge Experimente mit ver-
schieden groRen Kugeln untersetzt werden und es kann eine Vermutung aufgestellt
werden.

Nun wird das Gedankenexperiment mit der Aufgabenstellung formuliert:

Man denke sich ein Seil straff um die Erde gespannt. Das Seil wird um 1,0 m verlangert, an
einer Stelle angehoben und wieder straff gezogen. Ermittle, wie weit dann die nach oben
gezogene Stelle von der Erdkugel entfernt wére.
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Mathematisches Modell: Nach der Verlangerung des Seiles um 1,0 m

wird es bis in den Punkt C straff gezogen. Dadurch |6st es sich in den c ;\,\\
Punkten A und B tangential von der Oberflache der Kugel mit dem Mittel- 2’ D "--\\A
punkt M und dem Radius r. Die kirzeste Entfernung von C zur Kugel- S a g //
oberflache entspricht dem gesuchten Abstand, der hier mit h bezeichnet |
wird. Da die Tangente senkrecht auf dem Beruhrradius steht, ist das \ M
Dreieck BCM rechtwinklig bei B mit der Hypotenuse CM = r + h. Zum \

Zentriwinkel a gehort der Kreisbogen b. e

Es lassen sich nun folgende Gleichungen aufstellen:

(1) 2 +r2=(r+h)? Satz des Pythagoras im Dreieck BCM
(2) 2= §ZOT bzw. in BogenmaB 2= ZZ—T = r Lange des Kreisbogens

(3) cos(a) = m Definition Kosinus am Dreieck BCM
4 c=b +% Verlangerung des Seiles um 1 m

Aus (1) folgt c = \/(r + h)2 — 12 = V2r - h + h2. (5)
Aus (3) folgt a = arccos( ) Dies eingesetzt in (2) liefert b = r - arccos( ) (6)
Einsetzen von (5) und (6) in (4) ergibt V2r-h + h? = r- arccos( ) + -

Dies ist eine Gleichung flr die Bestimmung von h in Abhangigkeit vom Kugelradius r. Diese
Gleichung ist analytisch nicht I6sbar. Man ist auf Naherungsverfahren angewiesen.
Fir den TI-30X Prio MathPrint™ bietet sich folgendes Vorgehen an:

e Die GleichungvV2r-h+h? = r- arccos( ) + = wird durch Subtraktion der rechten
1

Seite in die Form f(x) = 0 gebracht mit f(x) = V2r - x + x2 — r - arccos (#) -

2

e Die Ldsung der urspriinglichen Gleichung ist dann gleichbedeutend mit der Suche
nach einer Nullstelle x, von f(x).

e Wegen x >0 undr > 0im gegebenen Sachzusammenhang kann man von der Stetig-
keit von f(x) ausgehen.

e Eine Nullstelle x, einer stetigen Funktion f(x) geht oft einher mit einem Vorzeichen-
wechsel der Funktionswerte von f(x) in der Umgebung von x,. Ausnahme: Die Null-
stelle ist eine Berihrstelle des Funktionsgraphen mit der x-Achse.

Die TABLE-Funktion des TI-30X Prio MathPrint™ gestattet eine Tabellierung der Funktions-
werte von f(x) mit einer Schrittweite Ax. Hier sucht man nach einem Intervall [x;; x,], in dem
die Funktionswerte das Vorzeichen wechseln. Beginnend mit dem Startwert x; wird mit einer
kleineren Schrittweite nun das Intervall [x3; x,] mit einem Vorzeichenwechsel der Funkti-
onswerte gesucht. Dieses Verfahren lasst sich mit der linken Grenze des neuen Intervalls als
neuem Startwert und einer noch kleineren Schrittweite wiederholen, bis eine gewiinschte
Genauigkeit fur x, erreicht ist.
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In kurzer, Ubersichtlicher Form sieht das dann so aus:

FRD FAD T

DEG IEEEE BAra000+a
Q1ZZHEEFS D B3 72000
pimgy FH THER LM 1]
Bogenmal einstellen Radius unter Variable a speichern

FAD

u=]Za®n+uE-a%cok

FaD

FAD

x L
u=doz- 1[ ]_L 1Z1. B4 | -0. QOONEEHE
a+ = iz1. S5 | -0, 0OQEQEHL
EEEPLE| 0. 0001661
x=1Z1.E&
Funktionsterm eingeben Funktionswerte mit immer kleinerer Schrittweite

auf Vorzeichenwechsel untersuchen

Zwischen 121,55 m und 121,56 m liegt eine Nullstelle von f(x).
(Eine ausfiihrliche Beschreibung des Vorgehens ist am Ende des Dokumentes angegeben.)

Hinweis:
Ob der durch die Intervallschachtelung gefundene N&herungswert die einzige Nullstelle
von f(x) ist, bleibt bei diesem Vorgehen offen.

Es lasst sich zeigen , dass fur f'(x) von f(x) = V2r-x + x2 — r - arccos (ﬁ) —% gilt
f (x) = \/2r+x\/_

Wegen x >0 und r > 0 ist die 1. Ableitungsfunktion f'(x) =

\/2r+x Vx

stets positiv, d. h die

Funktion f(x) ist streng monoton steigend. Die oben naherungswelse bestimmte Nullstelle
ist also die einzige Losung der untersuchten Gleichung.
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Diese Rechnung wurde mit dem CAS des TI-Nspire erstellt.

Ergebnis:

Wird ein gedanklich um den Erdaquator reichendes Seil um nur 1,0 m
verlangert, dann an einer Stelle angehoben und wieder straff gezogen,
kann man das Seil also erstaunlicherweise um ca. 121,5 Meter hochhe-
ben.
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~Was ist verbliiffend an diesem Mathematik-Ratsel? Intuitiv glauben viele, nach einer Verlan-

gerung um einen Meter kdnne man das Seil nicht mal einen Meter hochziehen, weil das Seil
dann ja einen Meter nach oben und dann auch noch wieder einen Meter nach unten muss.

Festigung:

Fir andere Kugelradien kann auf gleichem Wege mit dem TI 30-X Prio MathPrint™ eine L6-

«l

sung ermittelt werden. Es muss lediglich die Variable a mit dem neuen Wert des Kugelradius
»gefuttert” und dann eine neue Intervallschachtelung vorgenommen werden. Alle anderen
Eingaben, insbesondere die der Funktionsgleichung, kénnen wiederverwendet werden.

FAD RAD
- -+ . x u
U.03+a 0.03 0. 51 QL. 0lez0E ],
0. QOESYHEL
. O, QOZE 165 5Y
=0. EZ

Dieses Beispiel entspricht dem eingangs abgebildeten Foto, bei dem eine Kugel mit dem
Radius 0,05 m verwendet wurde. Das Maf3band wurde nach Verlangerung um ca. 0,52 m

durch Straffziehen von der Kugel entfernt.

Ausfiihrliche Anleitung fiir den TI-30 MathPrint™:

Mit (2nd](0](2] wird der Rechner in den Ausgangs-
zustand versetzt und es werden alle Speicherbe-
legungen gelbscht.

DEG

MEMORY CLEREED

Da die oben hergeleitete Funktionsvorschrift fur
f(x) das Bogenmal} verlangt, wird unter [mode] die
Einstellung RADIAN vorgenommen.

[mode] (P [enter]

Mit [quit] ([2nd][mode])wird [mode] wieder verlassen.

PAD

Der Erdradius von 6378 km wird in der Einheit
Meter als Zahl 6378000 unter der Variablen a ge-
speichert.

So wird beim Eingeben der Funktionsgleichung
Platz gespart und man kann Uberdies die Bele-
gung der Variablen a spéater andern und fir ande-
re Kugelradien die Untersuchung vornehmen.

(6])(3](7)(8](0) (0] (0] (sto=] [x2ird) (v ied (- Tied e Taed) (23]
[enter]

RAD 4

.37 E000+5
.37 E000
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Nun erfolgt die Eingabe des Funktionsterms unter
[table]. Statt r wird die Variable a verwendet und
fur h steht die Variable x.

a 1
=+v2a-x+x%— a-arccos(—)——
a+x 2

|tab|e]|2nd|ﬂ[Z]lx“t{/”xwdl.lxah [+ [*2 (=] O )

RAD

H=J23*1+1E—a*cnh

FaD
al) d”xab d].lznd]@[xub dl[xub dl@['xub dl[xub dl.lxab d] — - ﬂ 1
=4 0= -=
@@IE]E]E]@(D- I: A+l ] =
Im TABLE SETUP wird mit dem Startwert O und Iy
der Schrittweite 20 die Tabellierung vorbereitet. Start=0
Ster=20
[enter][2](0][enter][enter] A= k—
Ok
Im Intervall [120; 140] liegt ein Vorzeichenwechsel RAD
der Funktionswerte. 1.:.5 -.:.f {z7==2EEE

EECICICICICICIC [%_ =0, 00322159
0. 11525041
r=1z0
Uber [table] wird wieder das TABLE SETUP ge- -
offnet. Neuer Startwert ist nun x = 120 und die St.art=120

Schrittweite wird auf 1 verringert.

[table]fenter] (1] [2) (0] @ 1] enter] enter]

Ster=1
GIFi¥= H=k-—1

Das Intervall, in dem die Nullstelle liegt, ist nun

(1]

eingegrenzt auf [121; 122]. 125 _I:Il" anass 159
[%_ 0. QOZEZZE

[enter] © O, OOXSE3EE
xr=1r1

Auf analogem Wege kann nun die Intervalleintei-

lung weiter verfeinert werden. Hier ist am Vorzei-

chenwechsel der y-Werte zu erkennen, dass eine " u R

Ldsung im Intervall [121,55; 121,56 liegen muss. W =0 QOySy e

Es ist auch in der Tabelle ersichtlich, dass die zu- iz 1' EE. EF‘&EE%?EE? 1

gehorigen y - Werte nahe bei null liegen. = 1;.___ 1. B4 -

Ob dies die einzige Losung der Gleichung ist,
bleibt bei diesem Naherungsverfahren offen.
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