Naherungswerte fur die Zahl 1 bestimmen (Monte-Carlo-Methode) Wilfried Zappe

Naherungswerte fir die Zahl w bestimmen (Monte-
Carlo-Methode) mit dem TI-30X Plus MathPrint

Das bekannte Naherungsverfahren zur Bestimmung der Kreiszahl T mithilfe von Zufallszah-
len kann auch mit dem wissenschaftlich-technischen Taschenrechner (WTR) TI-30X Plus
MathPrint™ realisiert werden.

Mathematischer Hintergrund™:

— Der Vierteleinheitskreis hat den Flacheninhalt %.

— Alle Punkte P(x; y), die auf dem Viertelkreisbogen oder im Inneren f1()-{ 1= ozest
des Viertelkreises liegen, erfillen nach dem Satz des Pythagoras
die Ungleichung \/x2 + y2 < 1.

— Es werden n Paare von Zufallszahlen x und y mit 0 < x < 1 bzw.
0 < y <1 mitdem WTR (Anweisung rand) erzeugt.

— Es wird fUr jedes der n Zahlenpaare (X; y) gepriift, ob die Unglei-
chung /x2 + y2 > 1 erfillt ist. Die Anzahl m dieser Zahlenpaare ST
wird z. B. per Strichliste oder mit der Anweisung iPart ermittelt. 0L ] PR _."Exw’y'vf)

—~ Der Term 4 -~ ist ein Naherungswert fur die Zahl .

— Lasst man das Verfahren mehrfach durchfiihren, kénnen das arithmetische Mittel und die
Standardabweichung aller ermittelten Naherungswerte berechnet werden.

Verfahren im Uberblick:

Variante 1:
Mit wird in den Listen L1 und L2 je eine Folge von n = 50
Zufallszahlen mit rand erzeugt. Die Liste L3 wird mit den Er-

gebnissen der Listen L1 und L2 durch +/(L1)2 + (L2)2 berech-
net. Man blattert L3 durch und fuhrt eine Strichliste fur die An-

zahl m der Ergebnisse, die grofRer als 1 sind. Der Term 4 - % ist ein Naherungswert fir die
Zahl m.

Variante 2:
Mit wird in der Liste L1 eine Folge von n = 50 Zufallszahlen

durch die Bildungsvorschrift y/rand? + rand? erzeugt. In der
Liste L2 wird mit iPart der ganzzahlige Anteil jedes Folgenglie-

des von L1 bestimmt. Man erhélt also entweder eine 0 oder eine AR DES R
1. In L3 wird die Summe m der Einsen von L2 bestimmt. SUM OF LIST=10

n-m . . N o STORE: Ml x vz tabcd
Der Term 4 - — ist ein Naherungswert fur die Zahl . DONE

! Zeichnung erstellt mit einem TI-Nspire CX - CAS
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Naherungswerte fur die Zahl 1 bestimmen (Monte-Carlo-Methode) Wilfried Zappe

Variante 3:

DEG

P 2
op=~] rand+rand

Mit set op wird die Bildungsvorschrift v/rand? + rand? festge-

legt. Nun wird wiederholt mit die Anwendung op gedffnet.
Dabei wird jedes Mal eine Zufallszahl nach der Bildungsvor- '
schrift zurickgegeben. AuRerdem wird die Anzahl n der Durch-
fih igt. Der A fihrt eine Strichliste ( e - i iy
Uhrungen angezeigt. Der Anwender flhrt eine Strichliste tber v @, S35495363

die Anzahl m der Ergebnisse, die gré3er als 1 sind. Der Term 3 3
nem i NaR tir die Zahl rand +rand
4 -—— ist ein Naherungswert fur die Zahl r. n=se 0. 8R948Q783
Variante 4 OEG :
Die Anwendung [table], dann 1: Add/Edit Func 6ffnen f (x)=ipar"|-_[.| rar’
und als Funktionsterm fir f(x) eintragen:
ipart(y/rand? + rand?). $
Damit lassen sich sehr viele Funktionswerte 0 bzw. 1 erzielen, — =
die mit der Summenfunktion zur Berechnung eines Naherungs- 10200( £(x))
wertes fir  verwendet werden. x=1 X 209
1000-209
4+ "1 000. 3.164

Ausfuhrliche Erlauterungen zur Nutzung des TI-30X Plus MathPrint in diesem Zusam-
menhang:

Zur Anweisung rand ist im Guidebook des TI-30X Plus MathPrint auf der Seite 42 folgende
Anmerkung zu lesen:

.rand: Erzeugt eine zufallige reelle Zahl zwischen 0 und 1. Um zu steuern, welche Folge von
Zufallszahlen erzeugt wird, speichern Sie eine ganze Zahl (Startwert) > 0 in rand. Der
Startwert wird bei jeder Erzeugung einer Zufallszahl zufallig neu ausgewahilt.”

Auf Seite 43 ist dann noch ein Beispiel gegeben:

Wert in RANDOM 5+rand 5
rand spei- | (5)[sto][2nd][t 3] (1] enter] IHrand
Z2:randint(
chern
rand Ssrand 5 N
rand
[2nd] [ 35)(1] [enter][enter][enter] | |rand D.727898606
Q. 200093165||rand
0.134803423

An einem Beispiel wird nun zunéchst gezeigt, wie das Monte-Carlo-Verfahren mit dem TI-
30X Plus MathPrint prinzipiell umgesetzt werden kann.

Zunachst wird der ,Zufallsgenerator” aktiviert. 73rand oee ‘7
Mit rand wird eine Zufallszahl erzeugt, die als x-Koordinate rand
fur einen Punkt P, verwendet wird. . 0.000130431
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Mit rand wird eine zweite Zufallszahl erzeugt, die als y- rand oes o
Koordinate fir den Punkt P, verwendet wird. D.00130431
rand

0.388724793

Der Abstand d; des Punktes P; zum Ursprung wird ermittelt Vo oee T
. B.388724793
mitdy = Vot [0.00013%+0, 3887
Dieser Punkt P; wirde hier wegen d; < 1 also im Inneren des - 0 3887-29952

Viertelkreises liegen.

Dieses Vorgehen ist sehr umstandlich, kann aber auf verschiedene Arten mit dem TI-30X
Plus MathPrint effektiver und eleganter geldst werden, wie im Folgenden gezeigt wird.

Variante 1: einfache Nutzung von

Mit wird die kleine , Tabellenkalkulation” geéffnet. L
Lic1)=

Nochmals dricken und zu OPS 3: Sequence gehen. CLR FORM':JEIE_FI
1:Sort Sm-Lo..

[data] DO@@ 2:Sort L9-Sm..
EXiSequence...

Mit offnet sich nebenstehender Bildschirm. SEQUENCEFILLE +
FILL LIST: I Lz Lz
1=dim(list)<50 +

Dieser Bildschirm fuihrt nach nochmals weiter zum Bild- | |expr IN x:rand t

START x:1

schirm, in dem man in der Liste L1 die Daten so eingibt, dass
50 Zufallszahlen mit rand erzeugt werden kdénnen.

END x:50
STEP SIZE:1

Nach wird die Liste L1 angezeigt.

|I.1(1)-0 3868629750252

Mit der Cursortaste geht man in die Spalte L2 und erzeugt
dort auf analogem Wege eine zweite Liste mit 50 Zufallszah-
len.

=

- DES
0.386863 (NLETL]|-------
0.935083 (0.641406

0.397568 (0.204718
0.305495 |9.578803

IL2¢1)=0.6496636528621

Mit der Cursortaste geht man in die Spalte L3 und erzeugt
dort auf analogem Wege eine dritte Liste mit den Ergebnis-

sen von /(L1)2 + (L2)2.
(D [data) ® (1] [2nd] [x?] [data] (1] [*] (+] [data] (2] (] [ ] [enter]
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Unter den ersten vier Wertepaaren ist bei dem dartber
stehenden Bildschirmabdruck genau eines zu erkennen,
bei dem wegen L3(2) > 1 der zugehorige Punkt aul3er-
halb des Vierteleinheitskreises® liegt. Der Sachverhalt ist
nebenstehend veranschaulicht.

Man blattert L3 durch und fuhrt eine Strichliste fur die
Anzahl m der Ergebnisse, die grofl3er als 1 sind. Der

Term 4- % ist ein Naherungswert fur die Zahl 7.

WX

Variante 2: effektivere Nutzung von

Mit wird die kleine ,Tabellenkalkulation gedffnet. S
Li¢1)=

Nochmals driicken und zu OPS 3: Sequence gehen. CLR FORI'ILDEIG_FI
1:Sort Sm-Lo..

[data] DO @@ 2:Sort L9-Sm..
EMiSequence...

Mit offnet sich nebenstehender Bildschirm. SEQUENCE FILLIN
FILL LIST: WM L2 L3

1adim(list) =50 )

Nochmals fuhrt zum Bildschirm, in dem man den Term | [expr IN x:Ttrondz+rond:t

Jx2 + y2 in der Form y/rand? + rand? sowie den Startwert STEE; g%o
x =1 und den Endwert x= 50 eingibt. Mit mehrmals wird | [FTEP SIZE:L SEQUENCE FILL
die Eingabe abgeschlossen.

[2nd) (+?] 2nd) (1 28)(1) (2] (+] 2nd] 1 2] 1] [x?] D)@ (] @ (5] [0

Zu sehen ist schlieRlich die Liste L1 mit den nach der einge- | ERFFEERA - oen [ommeem-

gebenen Anweisung berechneten Werten. f-3125B1

Diese Liste kann man nun durchblattern und nach den Er- 6.873916
IL1€1)=96.9214223079562

gebnissen suchen, die kleiner als 1 sind, eine Strichliste dazu
fuhren und das Ergebnis auswerten wie umseitig beschrie-
ben.

! Zeichnung erstellt mit einem TI-Nspire CX - CAS
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Alternativ und etwas eleganter ist folgende daran anschlieBende Vorgehensweise:

Man 6ffnet wieder mit die Tabelle und geht mit der Cur-
sortaste auf L2.

[data] ®

6. 921'122
0.919281

4574
0.873916

DEG
B |-

SR oo
O

L2¢1)=

Man driickt wieder und wabhlt
Formula 1: Add/Edit Frmla

lear L1

R [SeIENNE OPS
IlAdd/Edit Frmla
2:C Fr‘mlaj
3dClear L2 Frmla

Es wird nun die Liste mit der Eingabezeile fir die Liste L2
angezeigt.

oRooH
03 S WD
=~ L=
Wi
WL
= Lorn
o =N
[
&
&

o=t
-
L]
11

Dort wird MATH NUM 3: iPart gewahlt.

MATH QNI DMS RoP

Die Auswahl wird mit abgeschlossen. 1 abs
2: round(
[math] () @ @ enter] £l Part (
Nun steht iPart in der Eingabezeile. 0,921 122 [Fp———______
0.919281 i‘
1.0457Y4
0.873916
BL2ZiPart
Als Argument muss die Liste L1 eingetragen werden. Dazu oe
driickt man wieder und wahlt dort L1 mit aus. mmu_
L2
:L3

Die Listenbezeichnung L1 erscheint nun in der Eingabezeile
fur die Liste L2. Die Eingabe wird mit der schlieRenden

Klammer und abgeschlossen.
[data][enter][) ][enter]

In der Liste L2 stehen nun die ganzzahligen Anteile der Er-
gebnisse von L1, als eine 0, wenn die Bedingung

Vx?% 4+ y? < 1 erflllt ist oder eine 1, wenn diese Bedingung
nicht erfullt ist.
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Bildet man OPS 4: Sum List die Summe der Elemente
der Liste L2, so wird die Anzahl m der Zahlenpaare, die die
Bedingung /x2 + y? < 1 nicht erfullen, zuriickgegeben. Man
erspart sich so das Auszéahlen per Strichliste. Mit der Zahl m
und der Gesamtzahl n der Durchflihrungen kann der gesuch-
te Naherungswert bestimmt werden.

In diesem Beispiel ist m = 10 und damit wird
50-10 =32
50 e

n=4-

DEG

CLR FORMULA

TSort Lo-Sm...
Sequence...

-Sum List..

DEG
SUHM LIST
SUM LIST: L1 L3

CALC

DEG
SUM LIST t
SUM OF LIST=16
STORE: Ml x vztabcd

DONE
Eine Neuberechnung gelingt, wenn man mit die Tabelle |fgrEamll =~ [|o------
wieder 6ffnet und ohne Neueintragungen mit die beste- SEEEEE-. g
henden Eintragungen bestatigt. 0.829541 |0
[L1¢1)=M.095560431418

Variante 3: Realisierung mit set op und op:

Offnen der Anwendung set op und Eintragen des Terms
Jx% + 2 in der Form y/rand? + rand?

DEG

z z
op=»] rand“+rand

Abschliel3en der Eingabe mit

2nd) (x] 2nd](+?] 2nd] [t 58] (1) x*] [+] 2nd] [t 2] (1] [x*) D [enter]

DEG
Operation set!

[2nd]llor] Pastes
to Home Screen.

Offnen der Anwendung op.

2nd

DEG -

Jrand +rand’
h=1 B.963720638

Der Anwender pruft, ob das Ergebnis gro3er als 1 ist und vermerkt dies, falls das zutrifft, in

seiner Strichliste.

Nun wird wiederholt mit die Anwendung op geotffnet.
Es wird jedesmal ein neues Ergebnis angezeigt. Au3erdem
ist auf dem Bildschirm zu erkennen, wie oft bereits op ange-
wendet wurde. (Hier istn = 2.)

n=1 a‘ '9“6'3“72@633
rand +rand
n=2 Q. 916129837

© T3 Deutschland 2021

Seite 6



Naherungswerte fur die Zahl 1 bestimmen (Monte-Carlo-Methode)
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Nach einer gré3eren Anzahl von Simulationen (z. B. fur
n = 50) wird die Strichliste ausgezahlt und der Term 4 - %

=49 @, 535495363

rand*+rand’
ausgewertet. h=s0  ©.809480783
Hier wurden bei 50 Durchfiihrungen elf Ergebnisse erzielt, die || .so . BUYE8Y /83
groBer als 1 waren. 445911 5
Damit ergibt sich bei diesem Beispiel & =~ 4 - 0711 o 3,12 als %o 3.12

Naherung fur die Zahl =.

Variante 4: Realisierung mit

Es geht um eine Verallgemeinerung der Variante 2, die mehr als n = 50 automatische Durch-

laufe fur Zufallszahlenpaare (x; y) gestattet.

Anwendung offnen.

DEG

Dann 1: Add/Edit Func 6ffnen und als Funktionsterm fir f(x)
eintragen: ipart(y/rand? + rand?)

(1] [math] ® (3] [2nd] (] 2nd] [ 35] (1) [?)[H] 2nd] L E] [T (2] OO

|
f(xy=iPart ({rar’

Mit wird die Eintragung bestatigt, die Funktion g(x) wird

DEG

. N TABLE SETUP 1
Ubersprungen und fur das TABLE SETUP werden der Start sStart=1m
und die Schrittweite Step mit 1 festgelegt. Step=1
[enter] [enter][ 1] [enter] [enter] [enter] [enter] x =7 CALC
Weiter mit gelangt man in die Tabelle der Funktionswer- x )
te, die entweder den Wert 0 oder 1 haben, je nachdem, ob 3 0
\/ 2 2 L - . i 1 ‘
rand? + rand? hochsten 1 (Funktionswert 0) ist, oder gro 5 0
RBer als 1 (Funktionswert 1) ausfallt. Ix=
Mit [quit] wird verlassen und mit die 1000 pES
Summenfunktion aktiviert. Sie kann wie nebenstehend z. B. 3 (f(x))
fur 1000 Summanden, die Funktionswerte von f(x) sind, be- x=1
rechnen. Die Bezeichnung ,f(x)“ wird mit ein-

geflgt.
[2nd][mode][math](5][1]®[1](0][0][0) ® [table] (2] [2EZD]®
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Mit wird die Berechnung der Summe ausgeldst. Die 1000 pea ‘-
Rechenzeit bei 1000 Summanden betragt etwa zwei Minu- > (F(x))

ten. x=1 209
Hier wurden bei 1000 Durchfuhrungen 209 Ergebnisse er- 4*% 3,164
Zielt, die gréRer als 1 waren. -

Damit ergibt sich bei diesem Beispiel & =~ 4 - 1023;509 =~ 3,164

als Naherung fir die Zahl .

Fir eine Neuberechnung muss lediglich der Ausdruck mit 1606 pes o
dem Summenzeichen mithilfe der Cursortasten markiert, mit > (F(x))

,nach unten* kopiert und nochmals mit aktiviert x=1 213
werden. “1600.  3.148

AbschlieRende Auswertung:

Bei funf Serien von jeweils 50 Simulationen wurden von mir folgende Naherungswerte fiir
ermittelt: 2,8; 3,36; 3,2; 3,12; 3,04

Bei acht Serien von jeweils 1000 Simulationen wurden von mir folgende Naherungswerte flr
T ermittelt: 3,164; 3,072; 3,116; 3,132; 3,164; 3,18; 3,136

Mit dem WTR konnen (natirlich auch bei groReren Anzahlen von Serien) die Kenngrof3en
der Listen der Naherungswerte mit stat-reg/distr ermittelt werden.

Fur die funf Serien zu je 50 Durchfiihrungen erhalt man als arithmetisches Mittel fir = x ~
3,1, als Standardabweichung o = 1,9

DEG DEG DEG
----------- - m L2 L3 ! 1

3% FREG: MM L1 L2 L3 | 3. 5 =h, 207074866
Li(1)=2.8 caLel EMox=0.18521339

[data](2][enter][enter]

Fur die acht Serien zu je 1000 Durchfiihrungen ergeben sich als arithmetisches Mittel fir
hier

X =~ 3,14, als Standardabweichung o = 0,034.

Anmerkung

Bei der Verwendung von iPart tritt allerdings ein systematischer Fehler auf:

— Da iPart den ganzzahligen Anteil einer Zahl liefert, werden alle Ergebnisse der Berech-
nungen von Vrand? + rand? mit 1 < Vrand? + rand? < 2 der Ganzzahl 1 zugeordnet.

— Fur 1 = Vrand? + rand? erhalt man allerdings Zufallspunkte, die zur Kreisflache geho-
ren, aber hier zu denen gezahlt werden, die aufRerhalb des Viertelkreises liegen. Der N&-
herungswert fur die Zahl Pi wird dadurch etwas verfélscht. Es ist aber anzunehmen, dass
es nur sehr wenige Zufallspunkte gibt, die direkt auf der Kreislinie liegen.
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