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MMS-Aufgaben fur das Fach Mathematik

MMS-Aufgaben fiir das Fach Mathematik

Die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik wird in zwei Teilen durchgefihrt.

Im Prufungsteil A ist eine Verwendung von Hilfsmitteln nicht vorgesehen, im Prifungsteil B
durfen Hilfsmittel verwendet werden. Beide Priufungsteile enthalten Aufgaben zu jedem der
Sachgebiete Analysis, Analytische Geometrie/Lineare Algebra und Stochastik.

Der Prufungsteil A besteht aus mehreren kurzen, nicht zusammenhangenden Aufgaben.
Fur den Prufungsteil B sind umfangreichere Aufgaben vorgesehen, flr deren Bearbeitung
u. a. als digitales Hilfsmittel ein modulares Mathematiksystem MMS' vorgesehen ist.

Grundlegendes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 100 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermalien
auf die beiden Prifungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Prufungsteil A Prifungsteil B
(ohne Hilfsmittel) (mit Hilfsmitteln)

Analysis 35

Stochastik 25 20

Analytische Geometrie/ 20

Lineare Algebra

Fir den Prufungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 60 Minuten, fur den Priufungsteil
B von insgesamt 165 Minuten vorgesehen.

Erhdhtes Anforderungsniveau

Die insgesamt zu erreichenden 120 Bewertungseinheiten verteilen sich folgendermalen
auf die beiden Prifungsteile und die drei Sachgebiete:

Sachgebiet Prufungsteil A Prifungsteil B
(ohne Hilfsmittel) (mit Hilfsmitteln)

Analysis 40

Stochastik 30 25

Analytische Geometrie/ 25

Lineare Algebra

Fir den Prufungsteil A ist eine Arbeitszeit von insgesamt 70 Minuten, fur den Prifungsteil
B von insgesamt 200 Minuten vorgesehen.

"MMS bestehen aus Modulen wie einem Computeralgebramodul, einem Modul zum Darstellen von Funk-
tionsgraphen, einem dynamischen Geometriemodul, einem Modul zur Bestimmung von Werten von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen oder einem Tabellenkalkulationsmodul, die in geeigneter Weise
korrespondieren.
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MMS-Aufgaben fur das Fach Mathematik

Fir jedes Priufungsjahr stellt das IQB den Landern in Abituraufgabenpools flr die Facher
Deutsch, Englisch, Franzdsisch und Mathematik Aufgaben fur den Einsatz in der
Abiturprifung zur Verfigung. Verdffentlicht werden nur diejenigen Aufgaben der Pools, die
von den Landern entnommen wurden. Die Verdéffentlichung der Aufgaben erfolgt
ausschlieflich online. Die Aufgaben kdnnen hier aus urheberrechtlichen Grinden nicht
abgedruckt werden.

Die Aufgaben flr die Jahre 2017 - 2022 finden Sie auf den Seiten des IQB bzw. fir das
Jahr 2022 direkt Uber den Link in der entsprechenden Fulinote der Losungen in diesem
Heft.

In der Vereinbarung der Lander wird die Funktionalitat des zugelassenen CAS
beschrieben:

Es wird vorausgesetzt, dass das CAS Uber Funktionen u. a. verfugt, eigens zum

e Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen (jeweils algebraisch),

« Differenzieren und Integrieren (jeweils algebraisch),

e Rechnen mit Vektoren und Matrizen (jeweils algebraisch),

e Berechnen von einzelnen und kumulierten Werten der Binomialverteilung sowie von
Werten der Normalverteilung,

e Durchfuhren von Berechnungen in Tabellen,

o Darstellen von Graphen.

Aulerdem wird vorausgesetzt, dass das CAS vor seiner Verwendung in einen Zustand
versetzt wird, in dem ein Zugriff auf Dateien und Programme, die nicht zum Lieferumfang
oder zu einem Systemupdate gehdren, unterbunden ist.

Hier bietet sich z. B. der Press-To-Test-Modus an.? Erwahnenswert ist auRerdem, dass in
Zukunft statt des Begriffs CAS der Begriff MMS genutzt werden soll.

Diese Regelungen gelten bis zum Abiturjahrgang 2028.

Ab dem Abiturjahrgang 2029 gelten neue Regelungen.3

2 https://www.youtube.com/watch?v=PYm5jDoDES8Y
3 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/abitur/dokumente/mathematik/M_Hinweise zur V.pdf

© 2023 T* Deutschland Seite 3



Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Der CAS-Taschenrechner
TI-Nspire™ CX II-T CAS
erflllt alle diese Bedingungen.

(Dies gilt auch fur die zugehorige Software
und die TI-Nspire™ CAS App fur iPad.)

In den folgenden Losungen der
Musteraufgaben fur den Prufungsteil B ist
angegeben, wie die verschiedenen
Funktionalitaten des TI-Nspire CX II-T genutzt
werden konnen.
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis Aufgabe 1 - (grundlegendes Anforderungsniveau)*

(3 BE)

Speichern Sie den Funktionsterm
Losung | unter einer geeigneten Variablen auf
dem TI-Nspire.

Der Funktionswert f(12) = 0 lasst sich
durch Berechnung nachweisen. Damit
ist gezeigt, dass der Graph von f
durch P(12|0) verlauft.

Die Gleichung der Tangente an den
Graphen von fim Punkt Q(2|f(2)) kann
mit dem Befehl tangentline(f(x),x, 2)

dass es sich um eine Parallele zur
x - Achse im Abstand § oberhalb der

x-Achse handelt.

Durch eine grafische Darstellung Iasst
sich diese Untersuchung
veranschaulichen.

Es handelt sich vermutlich um eine
Wendetangente.

bestimmt werden. Es ergibt sich y = % als Tangentengleichung. Die
besondere Lage dieser Tangente im Koordinatensystem besteht darin,

4 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/grundlegend/2022_M_grundlege_5.pdf
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(3 BE)

Losung

Die 1. Ableitung von f kann mit dem
TI-Nspire ermittelt werden:

)= — X2 3.2 9 1
feo = 100 T0® 20515
Mit der Anweisung factor() wird dieser
Term faktorisiert. Es ergibt sich:

—8)-(x—2)2

[l = - E2EA
Ein Vergleich mit
f'(x) =a-(x—b)-(x—c)? zeigt,
dass

1 .
a——a,b—&C—Zgllt.

(4 BE)

Losung

Die Funktion

' __x .3 2 9 1
fr) = 160+40x 40x+5

wird unter einer geeigneten Variablen
gespeichert und grafisch dargestellt.

Die Aussage | ist falsch, denn f'(x)
wechselt an der Stelle x = 8 das
Vorzeichen von Plus nach Minus. Fur
x < 8 ist der Graph von f monoton
steigend, fir x > 8 monoton fallend.
(Da f' eine kubische Funktion ist, gilt

das fur alle x > 8.)

Die Aussage Il ist richtig, denn die Funktionswerte von f'(x) an den

Stellen x = 0 und x = 6 sind gleich:
f'(0) =f'(6) =0,2

Die Funktion f hat also an diesen
Stellen den gleichen Anstieg, die
Tangenten sind parallel.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(4 BE)

Losung

Die Symmetrie von h(x) bezuglich des
Ursprungs darf man laut

Aufgabenstellung voraussetzen.

Der Graph von f'(x + 4) geht aus dem

Graphen von f’(x) durch eine
Verschiebung um 4 Einheiten in

negative x-Richtung hervor. Der

konstante Summand —f'(4) = _%

bewirkt eine Verschiebung des Graphen in negative y-Richtung um 0,1
Einheiten. Damit ist auch der Symmetriepunkt von h gegenuber dem
Symmetriepunkt von f’(x) um 4 Einheiten nach links und 0,1 Einheiten
nach unten verschoben. Der Symmetriepunkt von h(x) hat die
Koordinaten (0]|0), also muss der Symmetriepunkt von f'(x) die

Koordinaten (4]0,1) besitzen.

Die x-Koordinate des Punktes A kann

mithilfe der Geradengleichung von g

und des bekannten y-Wertes von A

berechnet werden:

25=c 2 +3 e x,=-25

Die Lange des Carports entspricht der

Summe der Betrage der x-Werte von A

und C, diese betragt

25m+9m=115m.

Das Maximum der Funktion f im Intervall 0 < x < 9 kann aus der Grafik
ermittelt werden (Anweisung Graph analysieren — Maximum):

Das Maximum in diesem Intervall liegt
bei x = 8 und betragt 3,8. Die gesuchte
Hohe ist also 3,8 m.

Das Wohnmobil ist 3,10 m hoch. Es
kann auf keinen Fall bis auf die Hohe
von Punkt B zurlckfahren, denn dort
betragt die Hohe nur 3,00 m.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Selbst wenn man tGber dem Wohnmobil noch 5 cm ,Luft* bis zum Dach

lassen modchte, passt es nicht
vollstéandig hinein, denn es bleiben
dann nur 5,65 m Lange bis zum
Eingang.

Begnigt man sich mit 2 cm ,Luft” nach
oben, dann ist der Abstand zum
Eingang 7,71 m grol3, der Platz wurde
dann reichen.

Alternative Losung:

Das lokale Maximum der Funktion f im
Intervall 0 < x < 9 kann auch mithilfe
des Befehls fMax((f(x),x)| 0 < x <9
ermittelt werden.

Lést man die Gleichung f(x) = 3,1
(Hohe des Wohnmobils) nach x auf,
erhalt man x = 0,80 als Losung.

Es blieben dann noch 8,20 m zum
Unterstellen des 7,05 m langen Wohnmobils.

(3 BE)

Lésung

Das Wasser lauft Uber den hinteren
Bereich des Carports Uber die Strecke
AM ab mit A(-2,5|2,5) und M(8]3,8).
Man legt eine Gerade durch diese
Punkte und bestimmt deren Gleichung
mit [ )menu) Koordinaten/ Gleichungen.
Die Gleichung isty = 0,12x + 2,81,

dabei beschreibt der Anstieg
m = 0,12 die durchschnittliche Steigung von ca. 12% zwischen A und M.

Alternative Losung:
Bestimmung des durchschnittlichen

Gefalles zwischen A und M mit dem
Differenzenquotienten i—z

= 3,8—2,5 1,3
— YM—YA — — ~ 0’12
XM—XA 8—(-2,5) 10,5

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Die Abbildung zeigt die zu
berucksichtigenden Flachen und ihre
Uber die Grafik bestimmten
Flacheninhalte.

Sie sind in der Summe

6,38 m? + 28,52 m? = 34,90 m2.

Die Aufgabenstellung verlangt aber
eine Berechnung, sodass diese
Betrachtungen nur zur Selbstkontrolle
dienen kdnnen.

Berechnung des Trapezes (gelb):
_2,3+28

A = -2,5m? = 6,38 m?
2

Berechnung der blauen Flache:
Ay = [(f(x) —02dx ~
28,52 m?

AL+ A; = 34,90 m?

(2 BE)

Lésung

Zeichnung nebenstehend

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(5 BE)
Im Dreieck AIE gilt
Losung tan(a) = f® _38_ 19
8-6 2 a

Damit ist ¢ =~ 62,24°.

Die Winkel «a, f und der 60°-Winkel
haben als Summe 180°, denn sie
bilden einen gestreckten Winkel.
Damit ist

B =~ 180° — 60° — 62,24° = 57,76°.
Im Dreieck AXJ gilt

Xl _ f()
tan(,B) = ﬁ = P

Die Gleichung tan(57,76°) = % hat
die Losung x ~ 3,98 = 4.

Der Funktionswert an dieser Stelle ist
f(x) = 3,198 = 3,2.

Die Koordinaten des Punktes X, der
den Endpunkt der zweiten Stitze
darstellt, sind ca. X(4,0|3,2).

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Analysis Aufgabe 2- (grundlegendes Anforderungsniveau)®

1
a
(4 BE)
Definieren Sie die Funktion
Losung | f(x) = 4000x - e~%** fir die

momentane Anderungsrate des
Absatzes auf dem TI-Nspire und
speichern Sie die Funktion unter einer
geeigneten Variablen.

Fur die Ermittlung des Zeitpunktes, zu
dem die momentane Anderungsrate
des Absatzes den groften Wert
erreicht, wird die 1. Ableitung von f(x)
bestimmt und deren Nullstelle x = 2,5
berechnet.

Der Wert der 2. Ableitung an dieser
Stelle ist ca. -587,9 < 0. Deshalb liegt
ein lokales Maximum vor.

Der Funktionswert ist

f(2,5) = 3678,79.

Damit erreicht die momentane
Anderungsrate des Absatzes
zweieinhalb Monate nach
Produkteinflhrung mit etwa 3679
Stlck pro Monat ihren grof3ten Wert.

Zur Selbstkontrolle kann das lokale
Maximum auf grafischem Wege
mithilfe der Anweisung Graph
analysieren — Maximum bestimmt
werden.

5 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/grundlegend/2022_M_grundlege_6.pdf
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(3 BE)

Losung

Zeichnen Sie den Graphen von f(x)

auf dem TI-Nspire. Lassen Sie sich

die Wertetabelle anzeigen und

ubertragen Sie den Graphen auf

Papier.

Achten Sie auf das Intervall

0<x<18.

Zeichnen Sie die Gerade y = 1000

zunachst auf dem TI-Nspire ein und

ermitteln Sie die Schnittpunkte mit

dem Graphen von f. Ubertragen Sie die Schnittpunkte (0,28/1000) und
(8,94]|1000) auf die Zeichnung auf Papier.

Die Angabe der Koordinaten ist nicht erforderlich und dient hier nur zur
besseren Durchfihrung der Zeichnung.

(6 BE)

Losung

Die Zu- und Abnahme der momentanen Anderungsrate werden durch
die 1. Ableitung f' von f beschrieben. Um die mdglichen Extremstellen
von f' zu erhalten, werden die Nullstellen der 2. Ableitung f" von f
bestimmt. Laut Aufgabenstellung gibt es genau eine Nullstelle x =5
von f". Uber die Art des Extremums entscheidet das Vorzeichen der
3. Ableitung f'"" von f. Wegen f""'(5) > 0 hat f’ bei x = 5 ein Minimum
als einziges Extremum.

Der Graph von fist fur 0 < x < 2,5 monoton steigend, d. h. ' istin
diesem Intervall positiv. Im Intervall 2,5 < x < 18 ist der Graph von f
monoton fallend, als gilt in diesem Teilintervall f'(x) < 0. Dem
Graphen ist auch zu entnehmen, dass der Anstieg von f im Intervall

0 < x < 18 bei x = 0 am groften ist.

Die momentane Anderungsrate des Absatzes nimmt zum Zeitpunkt der
ProdukteinflUhrung am starksten zu und funf Monate spater am
starksten ab.

Losungsvariante mit Nutzung der

grafischen Darstellung. Der

Wendepunkte kann mit Graph

analysieren angezeigt werden.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(2 BE)

Losung

Die Funktion flr die momentane
Anderungsrate des Absatzes der

Smartwatch wird unter einer

geeigneten Variablen gespeichert:

g(x) = 1600x2 - e~ 04
Esist g(5) = 5413 und f(5) = 2707, also ist finf Monate nach
Produkteinfiihrung die momentane Anderungsrate des Absatzes fiir die

Smartwatch gréRer als die fir das Fithessarmband.

(3 BE)

Losung

Die Gesamtzahl von ca. 42873 der im
ersten Jahr nach Produkteinfihrung
verkauften Smartwatches kann mit
dem bestimmten Integral berechnet
werden:

12

f g(x)dx =~ 42 873

0

(3)

Losung

Die Funktion, die die Gesamtzahl der
verkauften Objekte beschreibt, kann
Uber eine Stammfunktion F bzw. G
der momentanen Anderungsrate f
bzw. g des Absatzes bestimmt
werden. Dabei muss die
Integrationskonstante c jeweils so

gewahlt werden, dass zum Zeitpunkt
x = 0 auch der Verkauf mit jeweils null Objekten angesetzt wird.
Uber [ f(x)dx erhalt man die Menge aller Stammfunktionen

2

F(c,x) =—=500-(2x+5)-e 5" +¢
Lost man die Gleichung F(c,0) = 0 nach c auf, ergibt sich ¢ =25 000.
Uber [ g(x)dx erhalt man die Menge aller Stammfunktionen

G(c,x) = —2000-(2x%> +10x +25)-e 5 +¢

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Lést man die Gleichung

G(c,0) = 0 nach c auf, ergibt sich
c =50 000.

Die gemeinsame Darstellung der
Funktionen F(25000,x) und
G(50000,x) lasst den Schnittpunkt
(4,48]13 379) beider Graphen
erkennen.

Nach etwa viereinhalb Monaten sind ebenso viele Fithessarmbander
wie Smartwatches verkauft.

2
a
(3 BE)
Offnen Sie auf dem TI-Nspire ein
Losung | neues Problem und dort die

Anwendung Calculator.
Speichern Sie den Funktionsterm von

h(x) =x- e_%" unter einer geeigneten
Variablen.

Die Tangentengleichung an den
Graphen von h an der Stelle

x = 10 kann mit der Anweisung
tangentline(h(x),x,10) ermittelt werden.
Es ergibt sich t(x) = —e™2-x + 20 - e 2.
Die Nullstelle von t(x) erhalt man als
Lésung der Gleichung t(x) = 0 zu

x = 20. Damit ist gezeigt, dass t die
x-Achse im Punkt (20|0) schneidet.
FUr das Einzeichnen der Tangente
konnen Sie neben dem Punkt (20]0)
einen weiteren Punkt berechnen, z. B.
(0120 - e72) = (0]2,7). Durch diese
beiden Punkte kann dann die
Tangente gezeichnet werden.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(3 BE)

Losung

Markieren Sie in der Zeichnung das
Flachenstick, das vom Graphen von
h, der Tangente t und der x-Achse im
Bereich 0 < x < 20 eingeschlossen
wird.

Fur die Berechnung des Inhaltes A
dieses Flachenstlckes kann das
bestimmte Integral verwendet werden:

A= f01o h(x)dx + f1200 t(x)dx
A=25-2FE
e
10 20
A= f h(x)dx + f t(x)dx ~ 21,62 FE
0

10

(4 BE)

Losung

Es soll derjenige Wert von b gefunden werden, fur den

1 1
h,(x) = x - e~ 10°* mit der Funktion h(x) = x - e~ 5* libereinstimmt.
Die Funktionsterme sind bis auf die Exponenten gleich.

1

Der Exponent — %x ist fiir b = 2 gleich dem Exponenten e~ 1°*. Da
h(x) zu der Funktionenschar gehort, lasst sich weiter folgern: Fir b # 2
gilt h(x) = hy(x) & x = 0 ist. Wegen h(0) = 0 ist der gemeinsame
Punkt aller Graphen der Schar der Punkt (0]0).
Variante:

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

(4 BE)

Ahnlichkeitsnachweise lassen sich

Losung | auf verschiedene Weisen fuhren:

e Dreiecke sind ahnlich, wenn ihre
Seitenlangen im gleichen
Verhaltnis stehen.

¢ Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in ih

Der Extrempunkt ist

A (21,

Der Wendepunkt ist

w (212-e7).

Der Koordinatenursprung ist O(0|0).

Definieren Sie die zugehdrigen

Ortsvektoren auf dem TI-Nspire.

Betrachten Sie die Vektoren, die die

Seiten des Dreiecks OEaW,

bestimmen.

S

Wb =2 (10. (ot = 26-2)

b= p \10- (et —2e7?)
_1.( 10

By =3 (1o-e—1)

ow, = %' (202-2-2)

|

S

S

Bildet man die Verhaltnisse der
Seitenlangen flur zwei
unterschiedliche Werte b, und b,,
dann kirzt sich der von b
unabhangige Faktor heraus, d. h. fir

alle Seitenverhaltnisse gilt Z—l (oder Z—Z).
2 1

Darum ist die Aussage Uber die
Ahnlichkeit der Dreiecke richtig.

Alternative Losung:

Winkelberechnung

b |

jal 5]

Der Winkel bei E ist ein stumpfer
Winkel.

Zu zeigen ist, dass die WinkelgréRRen
unabhangig von b sind.

mit cos(a) =

ren Winkeln Ubereinstimmen.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - Grundlegendes Anforderungsniveau

Bei der Winkelberechnung ist

jeweils die Richtung der
verwendeten Vektoren zu
berlcksichtigen.

Innenwinkel bei O:

OE-0W
|OE]|-[ow|

arccos( ) ~ 12,49°

Innenwinkel bei E:

OE-EW

180° — arccos | —=——
|oE|-[EW|

) ~ 154,25°

Innenwinkel bei W:

OWWE

arccos <:) ~ 13,26°
|ow|-|WE]|

Alle Winkel sind unabhangig von b. Alle Dreiecke OW.E} sind ahnlich
zueinander.

© 2023 T* Deutschland
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Analysis - erhéhtes Anforderungsniveau

Analysis - erhohtes Anforderungsniveau

Analysis Aufgabe 1- (erhohtes Anforderungsniveau)®

1
a
(4 BE)
Die Funktion f(x) = 30x3 — 90x2 + 240 wird mit der Einschrankung
Losung | 0 < x < 2 auf dem TI-Nspire definiert und unter der Variablen f(x)

gespeichert.

Dann kann im Folgenden immer
wieder Uber diese Variable auf die
Geschwindigkeitsfunktion zugegriffen
werden.

Die Geschwindigkeit nach einer
halben Minute kann durch

f(0,5) = 221,25 km/h berechnet

werden.

Die Abnahme der Geschwindigkeit in der ersten halben Minute wird
durch die Differenz f(0,5) — f(0) bestimmt, die in der halben Minute
danach durch f(1) — f(0,5). Da nach den Betragen der
Geschwindigkeitsabnahme gefragt ist, erhalt man

|£(0,5) — f(0)] = 18,75 km/h sowie |f(1) — f(0,5)| = 41,25 km/h.
Damit ist gezeigt, dass die

Geschwindigkeit in der ersten halben

Minute um einen kleineren Betrag

abnimmt als in der zweiten halben

Minute.

Hinweis: Die Ergebnisse lassen sich

auch naherungsweise Uber die

grafische Darstellung der Funktion f

bestimmen.

6 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022 M_erhoeht B_6.pdf
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Analysis - erhéhtes Anforderungsniveau

Den Zeitpunkt der starksten Abnahme

der Geschwindigkeit ermittelt man

uber die Abszisse x des

Wendepunktes des Graphen von f.

Daraus muss dann noch die Uhrzeit
bestimmt werden.

Uber die Anwendung Graph

analysieren — Wendepunkt erhalt man
rasch den x-Wert x = 1. Der gesuchte
Zeitpunkt ist also 15:01 Uhr.

Alternativ kann man die x-Koordinate des Wendepunktes Uber die
Nullstelle der 2. Ableitung von f bestimmen:

Esist f"(x) = 180x — 180.

Diese Funktion hat die Nullstelle

x=1.

Wegen f"'(x) = 180 > 0 liegt an der

Stelle x = 1 ein Rechts-Links-

Wendepunkt vor.

Auch hier ist zu beachten, dass nach

dem Zeitpunkt, also der Uhrzeit

gefragt wird. Die Abnahme der
Geschwindigkeit ist um 15:01 Uhr am groten.

(5 BE)

Losung

Den zu ermittelnden Zeitraum, der zwischen 14:59 Uhr und 15:03 Uhr
liegen soll, kann man z. B. durch systematisches Probieren mit dem
bestimmten Integral mit flexibler Untergrenze a > —1 und zu
bestimmender Obergrenze b bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass
die Zeitangabe in Minuten in Stunden umzurechnen ist. Eine Minute

entspricht 61—0 Stunden. Um das gesamte Intervall von 14:59 Uhr bis

15:03 Uhr untersuchen

zu konnen, muss die

Funktion f neu definiert

werden.

Damit kann das

gesamte Intervall mit einem Schieberegler durchmustert werden.
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Man erhalt z. B. fir a = 0 (15:00 Uhr) als
rechte Intervallgrenze b = 15:02: 30 Uhr.

Der spateste Zeitpunkt ergibt sich fur
a ~ 0,25 mit 15:00:15 Uhr, damit die

rechte Intervallgrenze noch vor 15:03
Uhr liegt.

Hinweis: Die Aufgabe verlangt nur die
Angabe eines mdglichen Intervalls, es genugt also z. B. das Angeben
einer Lésung, z. B. auch mit folgendem Ansatz:

Ldsungsvariante

Fur den Zeitraum von 15:00 Uhr bis
15:02 Uhr wird der zurlckgelegte Weg
uber das bestimmte Integral
berechnet.

Der von 15:00 Uhr bis 15:02 Uhr
zuruckgelegt Weg ist

6—10- fozf(x)dx =6 km.

Der zu insgesamt 7 km fehlende Weg
von 1 km Lange muss also in der

Minute vor 15:00 Uhr oder in der Minute nach 15:02 Uhr liegen.
In der Minute vor 15:00 Uhr fahrt der ICE mit f(0) = 240 km/h. dann

schafft er in einer Minute % =4 km . Fur einen Kilometer braucht er

dann eine viertel Minute. Um insgesamt eine Strecke von 7 km
zuruckzulegen, ware z. B. der Zeitraum von 14:59:45 Uhr bis

15:02 Uhr ausreichend.

In der Zeit nach 15:02 Uhr fahrt der ICE noch mit f(2) = 120 km/h, also
halb so schnell wie kurz vor 15:00 Uhr. Er braucht deshalb nach 15:02
Uhr fur den einen Kilometer doppelt so viel Zeit wie vor 15:00 Uhr, also
eine halbe Minute.

Um insgesamt eine Strecke von 7 km zuriickzulegen, ware z. B. auch
der Zeitraum von 15:00 Uhr bis 15:02:30 Uhr ausreichend.

SchlieBlich liel3e sich der eine an 7 km fehlende Kilometer auch
aufteilen auf Zeitraume sowohl vor 15:00 Uhr als auch nach 15:02 Uhr,
so dass sich weitere Moglichkeiten ergeben. Aber es braucht ja nur ein
solcher Zeitraum angegeben zu werden.
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(4 BE)

Losung

Wenn sich die Abnahme der
Geschwindigkeit von 15:01 Uhr an
nicht mehr andern wirde, dann
musste von dort an die
Geschwindigkeitsfunktion geradlinig
der Tangente an den Graphen von f
im Punkt P(1|f(1)) folgen. Die
Gleichung dieser Tangente kann mit
der Anwendung Analysis —
Tangententerm bestimmt werden:
y(x) =270 — 90x.

Die Nullstelle der Tangente ist x = 3.
Der im Zeitraum von 15:01 bis 15:03
Uhr zurickgelegte Weg ist unter
Berucksichtigung der notwendigen
Zeiteinheit

3

1

o0 J(270 —90x)dx = 3 km.
1

Die Aussage ist also richtig.

(2 BE)

Losung

Offnen Sie auf dem TI-Nspire ein
neues Problem, damit es nicht zu
Uberschneidungen mit bisherigen
Definitionen kommt.

Speichern Sie den Funktionsterm

fpr(x) = %x‘* + (30 —p)x3 +

(p —90)x? + 240 unter der Variablen
f(p,x) ab.

Um zu prifen, ob sich die Funktionen

f»(x) hinsichtlich der Geschwindigkeiten nach 15:00 Uhr ohne Sprung
beschreiben lassen, wird gezeigt, dass f,(0) = 240 ist, also gleich der

konstanten Geschwindigkeit vor 15:00 Uhr.
Um zu priifen, ob sich die Funktionen £, (x) hinsichtlich der

momentanen Anderungsrate der Geschwindigkeiten nach 15:00 Uhr
ohne Sprung beschreiben lassen, wird gezeigt, dass £,'(0) = 0 ist, also
gleich der momentanen Anderungsrate der konstanten

Geschwindigkeit vor 15:00 Uhr.
Beide Bedingungen sind erfiillt.
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(4 BE)

Losung

Damit £, (x) = Ex‘* + (30 — p)x3 + (p — 90)x2 + 240 mit dem Term der

Funktion f(x) = 30x3 — 90x2 + 240
ubereinstimmt, muss der erste
Summand von f,(x) ,verschwinden®.
Dies ist nur fur p = 0 der Fall.

Mit p = 0 stimmen auch die anderen
Koeffizienten von f,(x) mit denen von

f(x) Uberein.

Lésungsvariante:
Man kann auch die Gleichung

fp(x) = f(x) nach p lI6sen und erhalt

das gleiche Ergebnis.

Die grafische Darstellung der
Funktionen f_go(x) und f,5,(x) zeigt,
dass letztere ein lokales Maximum im
Intervall [0; 2] annimmt. Dies
entspricht nicht dem stetig
abnehmenden
Geschwindigkeitsverlauf der Funktion
f(x). Nur f_go(x) kbnnte den
Geschwindigkeitsverlauf passend
beschreiben.

g
(4 BE)

Losung

Die Nullstellen von f,"(x) geben
Auskunft Gber mogliche Extremstellen
von f, (x).

Die Nullstellen der 1. Ableitung sind in
den Informationen der
Aufgabenstellung enthalten.

Damit keine Extrema im Intervall

(0; 2) auftauchen, muss die Nullstelle

X3 =1-— (‘;70 entweder links von x = 0 oder rechts von x = 2 liegen.
Zu l6sen sind die Ungleichungen

1——<Ound1——>2

Fur0<p<90undfur -90<p<0
existieren keine Extrema im Intervall
0 <x < 2. Alle Funktionen, die diese
Bedingungen erfullen, kdmen als

mathematisches Modell fur den Geschwindigkeitsverlauf in Frage.
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(4 BE)

Lésung

Tragen Sie die Punkte E;(-2|-1) und

E,(2]|3) in ein Koordinatensystem ein.

Nehmen Sie an, Sie kennen nun

anhand der Lage dieser beiden

Extrempunkte den Graphen von s(x).

Da sie zwei direkt

aufeinanderfolgende Extrempunkte

des Graphen von

s(x) = a - sin(bx) + c sein sollen,

muss die Summe der Abstande von E; und E, zur x - Achse das
Zweifache der Amplitude a sein: 2a = 4 fuhrt auf a = 2.

Das nach rechts gehend nachste lokale Minimum liegt bei (6]-2). Der
Abstand der benachbarten lokalen Minima ist 8, also ist die kleinste

Periode 27" = 8. Daraus folgt b = %.
SchlieBlich ist zu erkennen, dass die Kurve gegenuber dem Graph von
f(x) =2-sin G) um eine Einheit nach oben verschoben ist, also gilt

c=1.

Alternative Losung:

Wenn man einen der Parameter a, b oder ¢ kennt, kdnnen die beiden
anderen auch Uber ein Gleichungssystem ermittelt werden. Das wird
hier am Beispiel a = 2 gezeigt.

Aus den Koordinaten von E; und E, und a = 2 ergibt sich ein

Gleichungssystem zur Bestimmung

von b und c:

{2 . sin(b . (—2)) +c=-1
a-sin(b-2)+c=3

Die L6ésungen dieses Systems sind
(4k+1)'m

c=1und b = , wobei k eine

ganzzahlige Zahlvariable ist. Mit k = 0 ergibt sich b = %.
s(x) = 2-sin (%x) +1
Zur Selbstkontrolle zeichnet man den Graphen der Funktion s(x) und

pruft, ob die Punkte E; und E, auf dem Graphen liegen und
benachbarte Extrempunkte sind (siehe Abbildung oben).
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(6 BE)

Losung

f_zz s(x)dx = 4

Der Graph von s ist symmetrisch
bezlglich des Punktes (0|1), da die
Funktion f(x) = sin(x) symmetrisch
zum Ursprung ist und s aus f durch
Verschiebung um eine Einheit entlang
der y-Achse nach oben hervorgeht.
Damit haben die Flachenstlcke A,
und A, den gleichen Flacheninhalt.
Wegen des unterschiedlichen
Vorzeichens der zugehdrigen
Integrale addieren sich diese beiden
Integrale zu null. Die Flachenstlicke
A, und A; sind ebenfalls gleich grof3.
Man kann sich A, um (0;1) um 180°
gedreht denken, sodass dieses

Flachenstuck mit A; zur Deckung kommt. Damit entspricht der Wert
des Integrals f_zz s(x)dx dem Flacheninhalt des dick umrahmten

Quadrates mit der Seitenlange 2.
Der Flacheninhalt hat die GroRe 4 FE.
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(2 BE)

Losung

Den bisherigen Uberlegungen lasst
sich entnehmen, dass die
Wendepunkte die y-Koordinate 1
haben. Die zugehorigen
x-Koordinaten ergeben sich aus der
Ldsung von

s(x)=1zux =k -4 mitk € Z, also sind alle x-Koordinaten der
Wendepunkte ganze Zahlen.

Die Steigungen in den Wendepunkten
ergeben sich durch die
Funktionswerte der 1. Ableitung von
s(x) an den Stellen x = k - 4.

Esists'(x) = g * cos Gx) und
s'(4k) = g (—1)*. Je nachdem, ob k

geradzahlig oder ungeradzahlig ist, ergibt sich also die Steigung g bzw.

T

.

(3 BE)

Losung

Die Wendepunkte von s(x) haben nach der Teilaufgabe 2c die
Koordinaten W(4k|1) mit k € Z. Die Steigung der Geraden durch einen
Wendepunkt W und den Punkt P(2022|2022) I&sst sich durch den
Differenzenquotienten ermitteln:

A 2022-1 2021 . . . .
== = . Da k eine ganze Zahl ist, sind alle Steigungen
Ax 2022—-4k 2022—-4k

als Quotienten zweier ganzer Zahlen selbst rationale Zahlen. In
Teilaufgabe 2c wurde aber gezeigt, dass die Steigungen in den
Wendepunkten den Wert ig haben. Da  aber keine rationale Zahl ist,
hat keine Tangente in einem Wendepunkt von s(x) einen Anstieg, der

eine rationale Zahl ist. Keine der Geraden durch einen Wendepunkt W
und den Punkt P kann also Tangente in einem der Wendepunkte sein.
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Analysis Aufgabe 2 - (erh6htes Anforderungsniveau)’

(3 BE)

Definieren Sie die Funktion

Losung fa(x) =x- e~ 273 auf Ihrem MMS-
Rechner und speichern Sie den
Funktionsterm unter einer geeigneten
Variablen ab.

Da die Koordinaten des Hochpunktes

grafische Darstellung der Funktion zu
H(1[1) ermitteln.

Far den Nachweis der einzigen
Nullstelle kdnnen Sie den Satz vom
Nullprodukt verwenden:

1 1
Die Funktion f,(x) = x - e~ 2% *z hat
den Wert null, wenn einer der
Faktoren null ist. Der Exponentialterm

_1.2,1, N .
e~ 2% *2 ist fir keinen reellen Wert von

x null, also kann nur der erste Faktor

x = 0 sein. Also gibt es genau eine Nullstelle von f;.

Der Grenzwert fir x — oo von f; ist null: lim f; (x) = 0.
X— 00

H von f; nur angegeben werden sollen, lassen sie sich auch Uber die

(2 BE)

Aus den Ergebnissen der Teilaufgabe
Losung | 1a und unter Verwendung der
Grafikfunktion des TI-Nspire ist die
Losung rasch zu erstellen. Der
dargestellte Graph kann zur Funktion

f1 gehdren.

7 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022 M_erhoeht B_7.pdf
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(3 BE)

Losung

Fur jede reelle Zahl u groRer als 2022
schlie3t der Graph von f mit der

x - Achse und der Geraden x = u ein
Flachenstuck ein, das vollstandig
oberhalb der x — Achse liegt. Dessen
Flacheninhalt wird naherungsweise

durch

2022

AW -RO ~ [ A6
0

berechnet.

Hinweis: Der Graph von f1 nahert sich fur x — oo asymptotisch ,von
oben® gegen die x-Achse, sodass der Inhalt der Flache zwischen
Graph und x-Achse in den Grenzen von x = 2022 und x = u > 2022 fast
null ist.

(2 BE)

Losung

Fur a = 0 erhalt man die Gleichung

folx) = e7 - x. Das ist die Gleichung

einer Ursprungsgeraden mit der

Steigung ez = Ve und dem

Schnittpunkt (0|0) mit der y-Achse (und der x-Achse).

(4 BE)

Losung

Lésen Sie die Gleichung f,(1) = e
nach a auf. Beachten Sie, dass hier e
fur die Eulersche Zahl steht.
Verwenden Sie deshalb nicht die
Buchstabentaste E] sondern die
Funktionstaste zur Eingabe von e.
Man erhalt a = —1 als Ergebnis.
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Die Steigung des Graphen an der
Stelle x = 1 erhalt man uber die
1.Ableitung der Funktion f_;(x) an
der Stelle x = 1: f/,(1) = 2e.

Mit ¢ = arctan(2e) = 79,6° ergibt sich
der Anstiegswinkel.

Eine Selbstkontrolle auf grafischem
Wege ist moglich.

(2 BE)

Wegen f_,(—x) = —f_;(x) ist der
Graph von f_; punktsymmetrisch zum
Ursprung.

Deshalb haben die beiden
Flachenstlcke, die der Graph von f_;
mit der x-Achse und den Geraden mit
den Gleichungen x = -0,5 bzw.

x = 0,5 einschliel3t, gleichen Inhalt.
Die zugehdrigen bestimmten Integrale
besitzen aber entgegengesetzte
Vorzeichen, weil sie auf
verschiedenen Seiten der x - Achse
liegen, daher erganzen sich diese

Teilflachen zu 0. Daraus folgt, dass die gegebene Integralgleichung

richtig ist.
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(3 BE)

Losung

f.(0) = 0: Alle Graphen der Funktionenschar haben den Ursprung
gemeinsam.

f.(0) = £, (0): Alle Graphen der Schar haben im Ursprung den
gleichen Anstieg.

fa,(X) = fo,(x) © a, = a, Vx = 0: Keiner der Graphen hat aufl’er dem
Ursprung einen weiteren Punkt mit einem anderen Graphen der Schar
gemeinsam.

(3 BE)

Losung

Eine Streckung in y-Richtung mit dem Faktor k erfolgt durch einen
Vorfaktor k vor dem Funktionsterm. Eine Streckung in x-Richtung mit

dem Faktor k wird durch den Vorfaktor % vor dem Argument x

verursacht.
FUhrt man diese beiden Vorfaktoren
ein, so ergibt sich

b (brx) = x e TR
k-f, 1) =fa
falx) = Fat0)
Der Graph von f a (x) gehort ebenfalls
k2

2,1
2

zur Schar, weil ’% fiir k > 0 ebenfalls
eine beliebige reelle Zahl ist.

(5 BE)

Losung

Nach Aufgabe 1d ist der Graph von f,(x) flir a = 0 mit f,(x) = e% - x die
Gleichung einer Ursprungsgeraden, d. h. es gibt keine Wendestelle.
Flr a # 0 gilt nach dem Satz vom Nullprodukt:

3
(a-x?2=-3)'x=0=x=0Vvx%=—
a

Fir a < 0 hat die Gleichung x? = Z keine reelle Losung, die gegebene

Gleichung hat genau eine Lésung, also besitzt f,(x) genau eine
Wendestelle.

Fir a > 0 hat die Gleichung x? = Z zwei reelle Losungen, die gegebene
Gleichung hat drei Lésungen, also besitzt f, (x) drei Wendestellen.
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(5 BE)

Losung

Die Punkte P(x|y) mit x - y < 0 liegen
im 2. oder 4. Quadranten.

1 1
124l

Der Term e 2 2 ergibt fur alle
reellen Zahlen x und alle reellen
Zahlen a einen positiven Wert. Somit
hangt das Vorzeichen von

_ Lo Bal
f.(x) = x - e~ 2%* "2 nur vom Faktor x
ab:

Wenn x > 0 ist, gilt f,(x) > 0, alle

zugehorigen Punkte liegen im 1. Quadranten.

Wenn x < 0 ist, gilt f,(x) < 0, alle zugehdrigen Punkte liegen im

3. Quadranten. Damit gilt x - y > 0 fur alle Punkte der Graphen der
Schar, keiner dieser Punkte liegt also im 2. oder 4. Quadranten.

Far Punkte x>0 und y > 0O liegen alle
Punkte im 1. Quadranten.

Stellt man die Gleichung f,(x) =y
unter den Bedingungen x > 0 und

y > 0 nach a um, so ergibt sich die

Gleichung q = 22021 7,
X

jedem Punkt (x]y) gibt es unter diesen
Bedingungen genau einen Wert von a.

(3 BE)

Losung

Die Aussage ,Alle Extrempunkte der Graphen der Schar liegen auf
einer Geraden“ kann man als wahr voraussetzen. Wenn alle
Extrempunkte auf ein und derselben Geraden liegen, genigt es doch,
zwei dieser Extrempunkte zu kennen, um die Gleichung der Geraden
zu bestimmen. Aus der Teilaufgabe 1a sind die Koordinaten des
Extrempunktes von f; mit H(1|1) bekannt.

Aus der Teilaufgabe 1f ist bekannt, dass der Graph von f;
punktsymmetrisch zum Ursprung ist, also gibt es einen zweiten
Extrempunkt auf dem Graphen von f; mit den Koordinaten G(-1|-1).
Die laut Aufgabenstellung

existierende Gerade fir die
Extrempunkte muss also auch die
Punkte H und G enthalten. Die

Punkte H und G bestimmen die
Gerade y = x.
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Da die Hochpunkte auf der Geraden

y = x liegen, gilt

fa@) = v.

Die Gerade durch die Punkte (v|v) und
(0]2) hat die Gleichung

y= vv;z “x + 2.
Fir den Flacheninhalt A, des
Vierecks gilt

v

v—2
AV:[( > -x+2)dx= 144
0
Daraus wird v = 16 berechnet.
Gefragt ist aber der Parameter a. Zu
seiner Berechnung wird wegen
f.(v) = v die Gleichung
f.(16) = 16 nach a gelost.

0 1
Ergebnis: a = —
256

Alternativer Losungsweg:

Die Flachenberechnung kann auch elementar erfolgen. Das Viereck ist

ein Trapez, von dem die Langen der parallelen Seiten mit 2 und v

sowie die Hohe v bekannt sind: 4, = % ‘v = 144.

Weiter, wie schon beschrieben.
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Analytische Geometrie - grundlegendes

Anforderungsniveau

Analytische Geometrie Aufgabe 1 - (grundlegendes Anforderungsniveau)?

1
a
(3 BE)
Achten Sie auf die Verklrzung
Losung | der Einheiten in x4-Richtung.
Das Schragbild kann naturlich
auf Papier gezeichnet werden.
b
(3 BE)
Die Spitze S(0|0|s) muss, wie der
Léosung | Punkt H, auf der x3-Achse liegen.
Aulerdem liegt S auf der Geraden g
durch die Punkte A und E. Die
Gleichung fiir g ist ¥ = DA + A - AE .
Setzt man die Koordinaten dieser
Punkte in die Gleichung
0
DA+ 1-AE = <0) ein, und |6st die
S
entstehende Vektorgleichung dann
ergibt sich s = 16.

8 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/grundlegend/2022_M_grundlege_1.pdf
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c
(3 BE)
Das Volumen der Pyramide ABCDS wird berechnet durch
Losung |y — § + Ag - h. Die Grundflache A, ist hier das Quadrat ABCD mit der
Seitenléange 4 LE.
Als Hohe h kann die Lange der Strecke |DS| = 16 LE verwendet
werden (h ist senkrecht zur Grundflache).
Subtrahiert man von diesem Volumen V, der kleineren Pyramide
EFGHS, so erhalt man das Volumen des Stumpfes.
Die Grundflache A, ist hier das Quadrat EFGH mit der Seitenlange
3 LE. Als Hohe h kann die Lange der Strecke |HS| = (16 — 4) LE
verwendet werden (h ist senkrecht zur Grundflache).
Vstumpy = Vi —Va =3+ (4LE)? - 16 LE — - (3 LE)? - 12 LE = °VE
Vstumps = 49,3 VE
d
(3 BE)
4 -8
Lésung | Schnittpunkt von Gerade j: X = (2) +u- ( 3 > mit der x, x;-Ebene:
0 4
Alle Punkte der x; x;—-Ebene haben die Koordinaten (x,|0|x3).
Der Schnittpunkt ist durch Losen des Gleichungssystems
4 -8 X1
<2> +u- < 3 ) = <0) Zu berechnen.
0 4 X3
Der DurchstoRpunkt hat die
A 28 8
Koordinaten (? 0] — g)-
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e
(3 BE)
Den Ortsvektor von B, (w|4|0)
Losung | speichern.
Die Gleichung g1(x) fir die Gerade
durch H und B, aufstellen:
0 w
X = (O) +x- < 4 )
4 —4
Die Gleichung g2(y) fur die Gerade |
mit der Gleichung von g1(H, B,) gleichsetzen und dieses
Gleichungssystem losen.
0 w 4 -8
<0>+x-<4)=<2>+y'< 3)
4 —4 0 4
Es ergibt sich x = g;y = % und
12
w=—.
5
f
(5 BE)
) Der Winkel zwischen P, M und
Losung | 5% wird in der Abbildung mit a

bezeichnet.
Der Punkt M als Mittelpunkt der
Seite AB hat die Koordinaten
M(4]2|0).
Der Winkel a zwischen den
Vektoren

4 —w
P,M = ( -2 ) und

0

—w
P,H = (—4) lasst sich mit der Formel

4

a(w) = arccos( A )

[Pu] - [Put]
bestimmen.

Der Term wird gespeichert unter
wi(w)und zusammen mity = 70(°)
grafisch dargestellt.

Der Schnittpunkt beider Graphen liegt
bei ca. (2,96|70°). Der Darstellung
lasst sich entnehmen, dass der
Winkel a fur
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0 <w < 2,96 grolder als 70° ist.

Alternativer Losungsweg:
Die Gleichung cos (70°) =

wird geldst.

Es ergeben sich die Losungen

w; = —0,2627 und w, = 2,96.

Aus dem Verlauf der Kosinusfunktion
lasst sich schliel3en, dass die
Kosinuswerte mit zunehmender
WinkelgréRe kleiner werden, also
kommt nur das Intervall 0 < w < 2,96
fur Winkel grof3er als 70° in Frage.

PyMo Py,H

|PwM| - |PwH]|
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b

(2 BE)

Lésung | Wir definieren zunachst den Startvektor und die Ubergangsmatrix im
Calculator.
Die Verteilung nach drei Jahren erhalt man, indem die
Ubergangsmatrix dreimal auf die jeweilige Zustandsverteilung
angewendet wird, d. h.

vz =M -7
82
Dies bedeutet v; =~ (204).
349
c

(4 BE)

Losung | Die Grenzmatrix G existiert nur dann, wenn es eine stabile Verteilung
v gibt, so dass

X
M - v = v ist, wobei wir fir den Zustandsvektor v =< y )
1—-x—y

annehmen. Dies bedeutet, dass wir die Anteile in den einzelnen
Waldern berechnen: ,x entspricht dem Anteil in Wald A, y dem Anteil
im Wald B und fir den Wald C ergibt sich daher 1-x-y*“.
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Die Diagonalen stehen senkrecht
aufeinander:

FGoCS=0

Die Diagonalen halbieren einander,
weil sie den gleichen Mittelpunkt
haben:

0C+0S 6 OF+0G 6
= 6 | und S = 6
6 6

c

(2 BE)
Die Ebene M1: x1 = 8 ist eine Ebene, die parallel zur x2x3-Ebene im

Losung | Abstand 8 LE verlauft. Sie enthalt z. B. die Punkte B, C und F und ist
keine Symmetrieebene des Kirchendachs.
Die Ebene Ms: x3 = 6 ist eine Ebene, die parallel zur x1x2-Ebene im
Abstand 6 LE verlauft. Sie enthalt z. B. die Punkte E, F, G und H und
ist keine Symmetrieebene des Kirchendachs, weil der untere Teil kein
Spiegelbild des oberen Teiles ist.
Die Ebene M2: x1 — x2 = 0 ist eine Ebene, ist senkrecht zur x1x2-Ebene
und verlauft entlang der Winkelhalbierenden der x1-Achse und der
xo-Achse. Sie enthalt z. B. die Punkte A, C und S und ist eine
Symmetrieebene des Kirchendachs.

d

(5 BE)
Der Innenwinkel der Raute CGSF bei

Losung

S wird von den Vektoren SF und SG
eingeschlossen.

Seine GroRe kann berechnet werden
durch

SFe3C
|SFI-156]

Q= arccos( ) ~ 46,2°.

Zur Dachflache gehéren lauf Aufgabenstellung die vier zueinander
kongruenten rautenférmigen Flachen. Der Flacheninhalt einer Raute
kann u. a. durch das halbe Produkt der Langen ihrer zwei Diagonalen
berechnet werden. Deshalb ergibt sich fir die gesamte Dachflache der

Flacheninhalt zu

A=4->-|FG|-|CS| = 32-V2Z FE ~ 150 m?.
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(3 BE)

Losung

Schaut man von der Seite senkrecht auf die x1x3-Ebene, dann wird
klar, dass der Punkt F* in der Mitte der Strecke S"'Q," liegt, weil auch
H* auf halber Hohe der Strecke D”'S” liegt (Strahlensatz).

Die Strecke SQ, ist also doppelt so lang wie die Strecke SF.

Analog kann man schlieRen, dass die Strecke SQ, auch doppelt so
lang wie die Strecke SG ist.

Demzufolge bilden die Geraden g+ und g2 mit den Strecken FG und
Q,Q, eine Strahlensatzfigur und es gilt

FG || Q1Q, sowie |Q1Q;| = 2 [FG|.

Das Verhaltnis des Abstandes von Q1 zu Q2 zum Abstand von F zu G
ist2:1.

(5 BE)

Losung

Schaut man von der Seite
senkrecht auf die x1x3-Ebene, dann
sieht man vom Modell des
Stahltragers, der E und G
verbindet, nur einen Punkt. Dieser
Punkt ist also Bildpunkt von E, G
und dem Mittelpunkt M des
Stahltragers.

Der Mittelpunkt M von EG hat die
Koordinaten M(4|4|6).

Der Punkt R liegt auf der Geraden q1:
OR=0S+x-SF
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Da MR orthogonal zu SF sein muss,
um moglichst kurz zu sein; muss das
Skalarprodukt beider Vektoren null
sein.

9

Aus diesem Ansatz ergibt sich x = o

Setzt man diesen Wert in die
Gleichung

OR =0S +x-SF ein, ergeben sich die Koordinaten des Punktes R:

R(G1415)
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Analytische Geometrie - erhohtes
Anforderungsniveau

Analytische Geometrie/Lineare Algebra A1 Aufgabe 1- (erhohtes
Anforderungsniveau)'?

(2 BE)

Losung | Speichern Sie die Ortsvektoren der
gegebenen Punkte unter geeigneten
Variablen ab.

P, Q und R liegen nicht auf einer
Geraden, wenn z. B. der Punkt R
nicht auf der Geraden g(PQ) liegt.
Die Gleichung der Geraden g durch

die Punkte P und Q ist

2 1
£=<—3>+t-(—4>.
—12 21

Sie wird unter der Variablen g(t) gespeichert.

Um den Nachweis zu erbringen, dass der Punkt R nicht auf der

Geraden g liegt, wird gepruft, ob der
Ortsvektor von R das
Gleichungssystem

OR = g(¢) erfullt:

(=) (o)

Geraden g.

Da das Gleichungssystem keine Lésung besitzt, liegt R nicht auf der

10 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022 M_erhoeht B.pdf
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(3 BE)

Losung

Der Innenwinkel im Punkt P wird von den Vektoren ﬁ@ und PR
eingeschlossen.

Seine Grole kann berechnet werden durch

PQ-PR
|Pa|-[PR|

Q= arccos( ) ~ 56°.

(3 BE)

Losung

Abbildung 1: Alle Punkte, deren Ortsvektoren sich in der Form

OP+ 1- _15—(3 +u- PRmit0 <1 <1 und u = 0 darstellen lassen, liegen
auf der Strecke PQ. So erhalt man z. B. fir 2 = 0.5 den Mittelpunkt der
Strecke PQ und fir 1 = 1 den Ortsvektor zum Punkt Q.

Abbildung 2: Alle Punkte, deren Ortsvektoren sich in der Form

0P + A-Fﬁ+u-ﬁ§mit0 <A+ pu<1und A4, u = 0 darstellen lassen,
gehoren zum Dreieck PQR. Die Eckpunkte des Dreiecks erhalt man
mit P: A, u =0, R: 2 =0und u =1 und Q wie in Abbildung 1.

Gilt A + u = 1, so erhalt man alle Punkte der Strecke RQ, so z. B. fiir
A =0.5und u = 0,5 den Mittelpunkt der Strecke RQ.

Flr 0 < A1+ u < 1 erhalt man alle weiteren Punkte, die im Dreieck
liegen. So z. B. fur A = 0.3 und u = 0,5 den hier dargestellten Punkt A
im Dreieck.
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d
(3 BE)

Losung | Die Punkte S, liegen auf einer Parallelen zu PQ durch R. Damit
stimmen die Dreiecke PQR und PQS,; in der Seite PQ und der Lange
der zugehorigen Hohe Uberein. Dreiecke mit gleicher Grundseite und
gleicher Héhe sind flachengleich.

Hinweis: Eine Kontrolle ist mit selbst gewahlten Werten im
Geometriefenster moglich.
2
a
(2 BE)
L& 80 % der Fahrrader, die sich am Ende eines Tages im Bereich A
osung befinden, sind auch am Ende des nachsten Tages im Bereich A.
Jedes Fahrrad, das am Ende eines Tages im Bereich C ist, befindet
sich am Ende des nachsten Tages in einem der drei Bereiche A, B
oder C.
b
(2 BE)
.. Die gleichmaRige Verteilung am Ende eines Montags wird als Vektor

Losung 800

D= (800) gespeichert, wie auch die Ubergangsmatrix
800
08 0 04
M= ( 0 06 0,3>.
02 04 0,3
Da nach dem Zustand am Ende eines Freitags gefragt wird, muss die
Ubergangsmatrix viermal auf den Zustandsvektor angewendet werden,
also M* - v bestimmt werden.
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Es sind also am Ende eines Freitags
ca. 1170 Fahrrader im Bereich A.

(3 BE)

Losung

Mit v, = M™ - v, und
M"-pg=M"-(r-X+sy+t-2)=r-M"-X+s-M"-y+t-M"-Z
lasst sich folgern:
0
DaM-x= (0) gilt, folgt r - M™ - X=¢.
0
DaM-y=0,7-ygdilt, folgts-M" -y =s-0,7" - y.
DaM-Z= Zdgil, folgtt-M™-Z=t-Z und damit gilt
v, = 507"y +t-Z

(3 BE)

Losung

Das Losen der Vektorgleichung vy = (r-x+s-y + t- 2) liefert s = b7°
und t =160.

(Hinweis: Der Wert r wird nicht
bendtigt.)

Damit ergibt sich fur die Anzahl der
Fahrrader im Bereich A am Ende des

Tages n mit der in Aufgabenteil c
nachgewiesenen Beziehung v, = s-0,7" -y + t - Z:

© 2023 T* Deutschland

Seite 43



Analytische Geometrie - erhdhtes Anforderungsniveau

a, = 1280 —

4+(0,7)™ by

Folglich muss a1 = 1280 — @2 800 gelten.
Aus der Ungleichung folgt b, < 1200.

Damit befanden sich am Ende des
genannten Dienstags im Bereich B hochstens 1200 Fahrrader.

Hinweis: Es ist auch eine Losung durch systematisches Probieren

denkbar:

e
(4 BE)
L& Fir bo = 0 gilt an = 1280 > 800.
OSUNG | Fiir by > 0 ist der Wert fiir an am groften fiir n = 1 (da n > 0 sein muss).
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Analytische Geometrie/Lineare Algebra A2- Aufgabe 1 - (erhdhtes
Anforderungsniveau)!

1
a
(3 BE)
L& Speichern Sie die Ortsvektoren der
osung gegebenen Punkte unter geeigneten
Variablen ab.
Wenn das Viereck ABFE ein Trapez
ist, dann muss es zwei
gegenuberliegende, parallele Seiten
besitzen. Der Zeichnung nach kamen
dafiir die Seiten AE und BF in Frage. Die rechnerische Uberprifung
bestatigt diese Annahme.
Es gilt AE = % - BF, die Vektoren AE und BF sind parallel. Dies trifft
also auch auf die Seiten AE und BF zu.
Wenn das Viereck ABFE im Punkt E einen rechten Winkel besitzt,
dann muss das Skalarprodukt der Vektoren EA und EF den Wert 0
haben. Dies ist der Fall, also liegt bei E ein rechter Winkel vor.
b
(4 BE)
.. Liegen die Punkte L und M auf den
Losung

Geraden g(AE) bzw. g(BF) und

verlauft die Gerade g(LM) parallel zu

AB durch den Mittelpunkt K von EF,

so sind die Dreiecke ELK und FMK

kongruent und damit flachengleich.

Deshalb ist der Flacheninhalt des

Vierecks ABFE genau so grol} wie der

Flacheninhalt des Parallelogramms

ABML. Betrachtet man AB als Grundseite des Parallelogramms, so ist
die Hohe des Parallelogramms gleich dem z-Wert von K, der wiederum
der Mittelwert der z-Werte von E und F ist. Legt man nun eine zu AB
parallele Gerade g(Jl) in das Viereck ABFE, so ist die Teilflache ABJI
ebenfalls ein Parallelogramm mit der Grundseite AB. Wenn dann der
Abstand von g(JI) halb so groB ist, wie der Abstand von K zu AB, dann
ist der Flacheninhalt des Parallelogramms ABIJ halb so grol3 wie der
des Parallelogramms ABML, das ja flachengleich zum Viereck ABFE
ist.

" https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022_M_erhoeht B_2.pdf
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Alternativer Losungsweg:

Der Flacheninhalt des Vierecks ABFE
wird als Summe der Flacheninhalte
der Dreiecke ABE und BFE z. B.
mithilfe des Vektorprodukts berechnet.

L. [4F x BE| + 1 - |BE x BF| =
2340 FE

Die z-Koordinate des Mittelpunktes K
(z = 117) der Strecke EF wird Uber
das arithmetische Mittel der
Ortsvektoren von F und E berechnet.

0
— 1 — —_—
0K=E-(0F+0E)=<49>
117
Die horizontale Linie zerlegt das
Viereck ABFE in zwei Teile, von
denen das untere Teil ein

Parallelogramm ist. Dessen Hohe ist
also h = % LE. Die Strecke AB hat eine Lange von 20 LE.
Der Flacheninhalt dieses unteren Teils ergibt sich zu

117

[AB| - h = 20- = = 1170 FE.

Das ist gerade die Halfte von 2340 FE, dem Flacheninhalt des
Vierecks ABFE.

c
(3 BE)
L& Der Normalenvektor der Ebene, in der die Punkte E, F, G und H liegen,
osuNg | kann mit dem Vektorprodukt bestimmt werden:
. —20 0 0 0
FG X FE = < 0 ) X <—18> = (120) = 120-<1>
0 6 360 3
0
Als Normalenvektor kann 71 = <1> verwendet werden.
3
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Die Koordinatenform der Ebene wird
mit

il o (¥ — OF) = 0 bestimmt.

2):[6)-(3)] o

y+3z—400=0
(Ubereinstimmung mit dem Kontrollergebnis)

d
(5 BE)
Der Punkt K entsteht durch Drehung
Losung | von EF um E, bis K senkrecht tiber E

steht. Die x- und die y-Koordinaten
von K stimmen dann mit denen des
Punktes E uUberein.

Die z-Koordinate von K ist um den
Betrag von EF (6 - V10 LE) groRer als
die z-Koordinate von E.

Die Koordinaten von K sind
K(0]40]120 + 6 - V10).

Die Gerade durch K mit dem gegebenen Richtungsvektor hat die
Gleichung

0 -2
5c’=< 40 >+s-<1>.
120 + 6 -10 -3

Setzt man die y- und z-Koordinaten dieser Geradengleichung in die
Ebenengleichung y + 3z — 400 = 0 ein, Iasst sich die GroRe des
Parameters s fur den Schnitt von Gerade und Ebene bestimmen.

Man erhalt s = ; -v/10.

Setzt man diesen Wert von s in die Geradengleichung ein, so ergeben
sich die Koordinaten des Schattenpunktes K'.

0 —2
W:( 40 )+§-m.( 1)
120 + 6 - V10 -3
—14,23
0K’ ~ ( 47,12 )
117,63
Da die Angaben auf Zentimeter genau

sind, kann man auf ganze Zentimeter
runden:

—14
OK' = | 47
118
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(2 BE)

Losung

Die Karte liegt auf der Deckseite des Betonkorpers, wenn z. B. der
Punkt F(0|58]|114) die Ebenengleichung von E :a -y + z = 40a + 120
erfullt. Durch Einsetzen der Koordinaten von F in diese

Ebenengleichung wird der Wert des Parameters a = % bestimmt.

a-58+114=40a+120=>18a=6=>a=§

(3 BE)

Losung

Die aufgeklappte Karte wirft dann keinen Schatten auf die Deckflache,
wenn die Karte parallel zu den Sonnenstrahlen steht. In diesem Fall
mussen der Richtungsvektor der Sonnenstrahlen und der
Normalenvektor der Ebene E, orthogonal zueinander sein, d. h. ihr
Skalarprodukt hat den Wert 0, wenn a = 3 ist:

-2 0
<1)o(a>:0:>a—3=0:>a=3
-3 1

(5 BE)

Losung

Die Punkte F, P und Q haben den gleichen Abstand
von E, d. h. die Seiten EF, EP und EQ sind gleich
lang. Die Punkte P und Q liegen in der gleichen
Hohe z Uber dem Erdboden (der xy-Ebene). Da P
und Q in ihren x- und z-Koordinaten
ubereinstimmen, wird ihr Abstand allein durch die
Differenz y; — y, ihrer y-Koordinaten bestimmt.
Nach Aufgabenstellung gilt

0
z—114

Andererseits ist

=YV1— Y2

0
z—114

Die Strecken FP und PQ sind deswegen gleich lang.

Nach Kongruenzsatz sss sind die Dreiecke EFP und EPQ kongruent.
Deshalb stimmen die Winkel § und ¢ Uberein (Skizze). Damit ist
gezeigt, dass die Strecken EF und EQ einen doppelt so groen Winkel
einschlieBen, wie die Strecken EF und EP.

der Abstand von F und P.
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Analytische Geometrie/Lineare Algebra A2- Aufgabe 2 (erhohtes

Anforderungsniveau)'?

(2 BE)

Losung

Zunachst sollten die Ortsvektoren der
Punkte A(11]|11|0), B(-11|11|28),
C(11]-11|28) und D(-11]-11]0) unter
geeigneten Variablen gespeichert
werden.

Die Punkte B und C liegen
symmetrisch bezuglich der x;-Achse,
weil die x3;-Koordinaten
ubereinstimmen und sich die
x,-Koordinaten und die
x,-Koordinaten nur in ihrem
Vorzeichen unterscheiden.

(3 BE)

Losung

Die Lange des Streckenzuges ergibt
sich aus der Summe der Betrage der
Vektoren 4B, BC und CD zu ca.

102 m.

Alternativ kann ausgenutzt werden,
dass die Vektoren AB und CD als
Diagonalen zweier gegenuber
liegender Quaderseiten gleiche Lange
besitzen:

2+ |4B| + |BC| ~ 102 m

12 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022_M_erhoeht B_3.pdf
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c
(3 BE)

e Eine Gleichung der Ebene E durch
die Punkte A, Bund C in
Koordinatenform lasst sich z. B. Uber
die Normalenform
Mo (X —x,) = 0 ermitteln.

616 14
#i=A4B x AC = (616) =44-(14>;
484 11
X 11
£:<y>;x_0’:07=(11>
z 0
Damit ergibt sich als Gleichung fur die
Ebene E:
14x; + 14x, + 11x; — 308 = 0.
d
(5 BE)
Lésung Die x;x,-Ebene hat den

0
Normalenvektor (0) die Ebene E hat
1

14
den Normalenvektor 71 = <14>.
11

Der Winkel zwischen beiden Ebenen entspricht dem Winkel zwischen

ihren Normalenvektoren. Der Winkel ¢ kann berechnet werden Uber
0 14
(o)
1 11

0 14

(N
1 11

Betrachtet man den Quader entlang des Vektors

@ = arccos ~ 61°.

—22 -1
CB = ( 22 ) =22: ( 1 ) dann sieht man die Spurgeraden der
0 0

Ebenen E und F in den Quaderseitenflachen, in denen die Punkt C und
D bzw. A und B liegen, als Strecken. In dem (virtuellen)

gleichschenkligen Dreieck D’A’C* erkennt man den Winkel ¢ als einen

Aav DAaaniAaudmlsal MaAav \ABl Al sviiiAaalhanm Adamn ChanmAan E ivrd At AAw
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Winkel ¢ an der Spitze dieses Dreiecks. Fur ihn gilt nach dem

Innenwinkelsatz ¢ = 180° — 2 - .

Hinweis: Das Vorstellungsvermogen lasst sich unterstutzen, indem
man die Gleichung fur F bestimmt und die Ebenen E und F in der 3D-
Darstellung anzeigen lasst. Diese lasst sich drehen, sodass man die
Ansicht von ,schrag vorn®, parallel zur x; x,-Ebene anschaulich

erkennen kann.

(4 BE)

Losung

Die Ebene E durch die Punkte A, B

und C schneidet von dem Quader

einen Tetraeder ABCG ab (siehe

Skizze).

Betrachtet man die Seitenflache, die

die Punkte A und B enthalt, als die
Grundflache A; des Quaders und die

Seite CG sowohl als Héhe h des

Tetraeders als auch des Quaders,

dann qilt fur das Volumen V. des Tetraeders

Vr =1-1-AG h =1-AG-h. Das Volumen des Quaders ist V, = A; - h.
3 2 6 Q

Fur den Restkorper ergibt sich das Volumen Vi =V, — Vr = Z-AG * h.

Fir das Verhaltnis der Volumina erhalt man damit Z—T = %
R
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(4 BE)

Losung

Unter Verwendung des Hinweises in der Teilaufgabe d lasst sich
erkennen, dass die Abb. 4 z. B. durch den Vektor

—22 -1

CB = ( 22 ) =22 ( 1 > als Blickrichtung entsteht.
0 0

Die Abbildung 3 entsteht, wenn man in Richtung der

y-Achse auf den Quader schaut, also z. B. in

0
Richtung des Vektors (—1).

0
Eine Betrachtung von oben fuhrt zu folgender schematischer

Darstellung:

g
(4 BE)

Losung

o/ —22
OQ=<11)+t-< 0 );tE[O;l]
0 28

beschreibt die Lage von Q auf der

Strecke AB. Ist die Gleichung

F@ o AB = 0 erfillt, dann steht 1—3—(3

senkrecht zu 4B. Der Betrag von PQ

gibt dann den Abstand von P zu AB

an. Dieser Abstand muss mit dem Abstand 28 — h von P zu BC
ubereinstimmen.

Hinweis: Die Losung des

Gleichungssystems ergibt t = 0,56
und h = 16,86.

Diese Losung war aber in der
Aufgabenstellung nicht verlangt.
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Stochastik - grundlegendes
Anforderungsniveau

Stochastik — Aufgabe 1 (grundlegendes Anforderungsniveau)'

1
a
(3 BE)
L& Die ZufallsgroRe X beschreibt die Anzahl der Pakete mit dem Ziel B.
osung | x st binomialverteilt mit n = 100 und p =0,07.
Gesucht sind P(X =9) = 0,104 und P(X <9) = 0,734.
b
(3 BE)
L& Der Erwartungswert ist E(X) = 100- 0,07 = 7. Die gesuchte
osung prozentuale Abweichung vom Erwartungswert, wenn genau 9 Pakete
das Ziel B erreichen, berechnet sich mit g = 29 %.
c
(3 BE)
L6 Die Zufallsgrofe Y beschreibt die Anzahl der Pakete mit dem Ziel C.
osUNg | vy st binomialverteilt mit n = 20 und p = X.
Es gilt P(X = 0) = 54 %. Hiermit lasst sich p = 3 % ermitteln.
Losungsvariante: Da Y binomialverteilt ist, gilt:
P(Y =k)= (Z) - p* - (1 — p)™ ¥ gesucht ist derjenige Wert von p, fiir
den gilt:
— — 20 0 20 — 20 —
P(Y = 0) _(0)-p (1 —p)?° = 0,54, d. h. (1 — p)2° = 0,54
Auch hier erhalt man p = 3 %.

13 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/grundlegend/2022_M_grundlege_9.pdf
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d
(2 BE)
) Der Term 0,94 -2 | (6) - 0,1t - 0,9%~¢ kann in zwei Teile zerlegt
Losung i
werden:
0,91%: Beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass von 14 Paketen 14 nicht
das Ziel A besitzen.

2 (?) -0,1¢ - 0,9t Beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass von 6
weiteren Paketen hochstens drei das Ziel A haben. Da beide Teilterme
multiplikativ verknlpft sind, bedeutet dies, dass man 20 Pakete
betrachtet, von denen die ersten (oder letzten) 14 nicht das Ziel A und
von den restlichen 6 Paketen hochstens drei das Ziel A haben.

e
(3 BE)
Mit den Bezeichnungen
Losung | S: ,Das ausgewahlte Paket ist schwer."
Z: ,Das ausgewahlte Paket hat das Ziel A."
und den gegebenen Informationen: P(Z) =10 %, P(S) =5 % und
P(Sn Z) = 0,8 % (da 8 % von den Paketen mit dem Ziel A, die 10%
aller Pakete ausmachen, zu schwer sind) ergibt sich die folgende
Vierfeldertafel.
S S
Z 0,8 % 9,2 % 10 %
7 4.2 % 85,8 % 90 %
5% 95 % 100 %
f
(3 BE)
L& Der Anteil der schweren Pakete ist unter denjenigen mit dem Ziel A mit
OSUNg | g, anders als unter allen Paketen (5 %).
Damit sind die Ereignisse S und Z stochastisch abhangig. Die
beiden betrachteten Anteile stimmen nicht Gberein.
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(3 BE)

Losung

Der Anteil der Pakete mit dem Ziel A betragt 10 %, das Ziel B haben

7 % aller Pakete. Da 8 % der Pakete mit dem Ziel A und 2 % der
Pakete mit dem Ziel B zu schwer sind, folgt, dass mehr als 5 % der
Pakete mit dem Ziel A oder B zu schwer sind.

Der Anteil der schweren Pakete unter denjenigen, die weder das Ziel A
noch das Ziel B haben, ist also kleiner als 5 %.

Hinweis: Man kann diese Uberlegung im Kopf verifizieren:

Beispiel: Von 10000 Paketen sind 5 % zu schwer, also 500.
Von den 1000 Paketen, die nach A gehen, sind 80 zu schwer.
Von den 700 Paketen, die nach B gehen, sind 14 zu schwer.
18 + 14 = 32 > 25 (5 % von 500).
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Stochastik - Aufgabe 2 (grundlegendes Anforderungsniveau)'

1
a
(3 BE)
L& Mit B: Personen mit Pkw-Fahrerlaubnis, die in Bioladen einkaufen und
osung | e personen mit Pkw-Fahrerlaubnis, die sich fur den Kauf eines
Elektroautos interessieren, folgt mit den gegebenen Daten:
P(E) =47,5 %, P(B) = 43,4 % und P(E N B) = 34,7 %.
E E
B 25,6 % 17,8 % 43,4 %
B 21,9 % 34,7 % 56,6 %
47,5 % 52,5 % 100 %
b
(2 BE)
Lésun Die Aussage ist richtig, da P(E n B) = 25,6 % grol3er ist als
UN9 | p(EnB) =178 %.
c
(3 BE)
Die ZufallsgroRe X: ,Personen interessieren sich nicht fur den Kauf
eines Elektroautos® ist binomialverteilt, es gilt: X~B3.q.525-
Damit diese Anzahl mindestens doppelt so grof} ist, wie die Anzahl
derjenigen, die sich fur den Kauf eines Elektroautos interessieren, ist
die Wahrscheinlichkeit P(X > 20) zu bestimmen.
Es ergibt sich P(X > 20) = 8,4 %.

14 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/grundlegend/2022_M_grundlege 10.pdf
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2
a
(1 BE)
Losung | Es ist sinnvoll, auch mit Blick auf Teilaufgabe b,
ein Baumdiagramm anzulegen.
A: Ausstattungsmerkmal A,
B: Ausstattungsmerkmal B;
Gegeben sind P(A) = 0,1 sowie, dass 30 %
mindestens eines der Merkmale A oder B
besitzen. Daraus folgt
P(AnB)=0,7,d. h., dass 70% keines der
beiden Merkmale aufweisen.
b
(4 BE)
L& Gesucht ist P;(B) = x.
OSUNg | pj die beiden Merkmale unabhangig voneinander auftreten, gilt:
Wegen P(An B) = 0,7 und P(4) =0,9
(Db _ P@AnB) _07 _ 7
Px(B) = P(A) 09 9
Da P;(B) = 1 — P4(B) gil, folgt Pz(B) =1 -2 ==,
Losungsvariante: Fur die Wahrscheinlichkeit ,Das Fahrzeug weist
mindesten_s eines der beiden Merkmale auf, gilt auch:
P(A)+ P(AnB) =0,3,d.h.0,1+0,9-x=0,3. Man erhalt auch so
C
(3 BE)
L& Fir das Zufallsexperiment gilt, dass zehn Elektroautos des Herstellers
osung zufallig ausgewahlt werden.
Der Term weist daraufhin, dass die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses E mittels des Gegenereignisses E berechnet wird, da dafir
gilt: P(E) =1 - P(E).
ZuP(E) =10-0,3:0,7° + 0,71° gehoren die beiden Ereignisse genau
ein Auto bzw. kein Auto hat mindestens eines der beiden Merkmale.
Ereignis E: ,Unter den zehn ausgewahlten Autos weisen mindestens
zwei eines der beiden Merkmale A oder B auf.”
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D
(4 BE)
Der betrachtete Vorgang stellt ein Ziehen ohne Zurlcklegen dar. Das
Losung | gesuchte Ereignis D kann mit dem Gegenereignis D beschrieben

werden. Es gilt P(D) = 1 — P(D).

D: Keines der ersten drei untersuchten Autos weist das Merkmal A auf.
Wenn n die Anzahl der Autos unter den 10 Autos ist, die das Merkmal
A haben, dann beschreibt 10 — n die Anzahl der Autos, die es nicht
haben.

Dann gilt: P(D) = 1 — (

10-n 9-n 8-n
e —) 2 019

10 9 8

Es missen also mindestens funf der
untersuchten zehn Autos das
Merkmal A aufweisen.
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Stochastik - erhohtes Anforderungsniveau

Stochastik - Aufgabe 1 (erhdhtes Anforderungsniveau)'®

1

(3 BE)

L6 D: ,Eine Person hat Datenschutzbedenken."
osung | . ,Eine Person nutzt ein Fithessarmband."

Pp(F) = 0,23 und damit auch P, (F) = 0,77.
Wegen P(D N F) = 0,19 und P(D) = 0,41

gilt P5(F) = 2O B 0,46. Damit ergibt sich

P(D) 0,41

Gegeben sind P(D) = 0,59 und damit auch P(D) = 0,41.
Weiterhin gegeben ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(DNnF)=0,54.

P(FND) 0,59-0,23
Po(D) = = 0590 ~ 41,89
#(D) P(F)  0,59-0,23+0,41:0,46 8%

b
(3 BE)
. . . . . P(FND)
. Es wird die bedingte Wahrscheinlichkeit Pz(D) = gesucht.
Losung P(F)

15 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022

M_erhoeht B_11.pdf
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c
(3 BE)
Die Ungleichung 0,23 +# 0,59 - 0,23 + 0,19 steht fir den
Losung | Zusammenhang P, (F) # P(F).
0,23 ist der Anteil der Kunden unter allen Kunden
mit Datenschutzbedenken, die ein Fithessarmband nutzen.
0,59 - 0,23 + 0,19 ist der Anteil der Kunden unter allen Kunden, die ein
Fitnessarmband nutzen.
Da die beiden Anteile nicht Ubereinstimmen, sind die Ereignisse
stochastisch abhangig.
Far stochastische Unabhangigkeit misste P, (F) = P(F) gelten.
d
(2 BE)
Losung | Die Zufallsgrofe X: ,Anzahl der Kunden mit Datenschutzbedenken® ist
binomialverteilt, es gilt: X~B;0.0.59-
Es soll P(X > 50) berechnet werden.
P(X > 50) = 5429, (12) - 0,59% -0 41100
Man kann mit dieser Formel bzw. auch der im MMS definierten
Funktion binomCdf(n,p,a,e) den
gesuchten Wert berechnen.
Es ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit
von ca. 96 %.
e
(3 BE)
.. Wie schon in Aufgabenteil d gezeigt, gilt a = 0,41 und b = 100 — k.
Losung 100 .
Der gesamte Term 1 — ,ﬁ‘;%l( " )-0,59" - 0,41100~F peschreibt das
Ereignis: ,Hochstens die Halfte der ausgewahlten Kunden hat
Datenschutzbedenken".
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(3 BE)

Losung

Wenn 2n Kunden ausgewahlt werden und keiner von diesen
Datenschutzbedenken (p = 0,59) hat, dann gilt hierfir die
Wahrscheinlichkeit p2n = 0,412".

Fir n Kunden gilt damit p, = 0,41".

Gesucht ist ein n damit p,,, = % “ D Qilt.

Das Ldsen der Gleichung liefert den
Wert n = 0,777421. Da dies keine
naturliche Zahl ist, gibt es kein
solches n, welches die geforderte

Bedingung erfullt.

(5 BE)

Losung

Die Abbildung liefert fir p = 0,07 einen Wert zwischen 0,095 und 0,1.

Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn hochstens vier Armbander
fehlerhaft sind.

Die Zufallsgrof3e X: ,Anzahl der fehlerhaften Armbander* ist
binomialverteilt, es gilt: X~B,,.4 07.

Aus der Abbildung ergibt sich, dass P(X < 4 = 0.095...0.1) gelten
muss.

Durch systematisches Probieren findet man n = 113.

Nur fur n = 113 ergibt sich mit ca. 9,7 % ein Wert, der der Grafik
entspricht.
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(3 BE)

Der Handler mochte vermeiden, irrtimlich von einem zu geringen
Anteil fehlerhafter Armbander auszugehen, da dies beispielsweise zu
vielen Reklamationen durch Kunden fiihren kdnnte. Bei der gewahlten
Nullhypothese und einem Stichprobenumfang von n = 113 betragt das
Risiko fur diesen Irrtum hochstens 9,7 % (siehe Aufgabenteil a) und ist
damit gering.

Die Wahrscheinlichkeit dafur, irrtimlich von einem zu grof3en Anteil
auszugehen, kann dagegen wesentlich groRer sein.

So wurde der Handler z. B. bei einem ,wirklichen“ Anteil fehlerhafter
Armbander von p = 0,06 bei dieser Testkonstruktion mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 81 % irrtimlich von einem zu grof3en Anteil
ausgehen.

(Fehler 2. Art: X~B;13.006 P(X>4) = 81 %.)

© 2023 T* Deutschland

Seite 62



Stochastik - erhdhtes Anforderungsniveau

Stochastik — Aufgabe 2 (erhohtes Anforderungsniveau)'®

1
a
(3 BE)
L& In der Tabelle sind die Werte fett hervorgehoben, die sich direkt aus
osung | 4en gegebenen Angaben ableiten lassen.
Tarif S Tarif M Tarif L
Service-Hotline |9 % 27,5 % 10,5 % 47 %
angerufen
Service-Hotline |11 % 27,5 % 14,5 % 53 %
nicht angerufen
20 % 55 % 25 % 100 %
b
(2 BE)
L& H: Service-Hotline nicht angerufen
oSUNg | s: Tarif s
Zu bestimmen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Pz (S):
B _ P(HnNS) _011
Pg(S) = @ - oss 20,8%.
c
(2 BE)
L& Es wird nach dem Anteil aller Kunden gefragt, die entweder den Tarif L
OSUNG | haben oder die Service-Hotline noch nicht angerufen haben. Aufgrund
der Formulierung ,entweder oder” kann der gesuchte Anteil mit
P(HNL)+ P(HNS)+ P(HnN M) berechnet werden.
In der Tabelle sind die Anteile dargestellt:
10,5 % + 11 % + 27,5 % = 49 %.
Tarif S Tarif M Tarif L
Service-Hotline 10,5 %
angerufen
Service-Hotline | 11 % 27,5 %
nicht angerufen

16 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022_M_erhoeht_B_12.pdf
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d
(3 BE)
. 490 (600 i G00—1 ~ilt A - . .
Losung | Der Term Zi=470( ; ) -0,8"-0,2 gibt die Wahrscheinlichkeit dafur
an, dass mindestens 470 und hochstens 490 der befragten 600
Kunden einen der Tarife M oder L haben
(da p(M) + p(L) = 0,55 + 0,25 = 0,8 qilt).
e
(4 BE)
X: Anzahl der Kunden mit dem Tarif S und es gilt: X~Bg.0.2-
Losung
Gesucht wird die grofite natlrliche Zahl k, fur die
P(X <k) <0,25 ist.
Durch systematisches Probieren erhalt man k = 113.
2
(3 BE)
L& Nimmt man zunachst an, dass die Ziffer 1 viermal vorhanden ist, dann
osuUNng | gycht man alle Madglichkeiten, die Ziffern 111159 auf die vorhandenen
6 Positionen zu verteilen. Die Anzahl hierfur berechnet man z. B. mit
Z—f= 30. (Permutation mit Wiederholung)
Da auch die 5 bzw. die 9 viermal vorhanden sein kdnnte, gibt es
insgesamt 90 mdgliche Kombinationen.
3
a
(4 BE)
.. Die groRte Wahrscheinlichkeit daflr, dass die Wartezeit in einem
Losung

Intervall mit einer Lange von zwei Minuten liegt, ergibt sich fur ein
symmetrisches Intervall um den Erwartungswert p.

Dabei ist die Grole dieser grofiten Wahrscheinlichkeit unabhangig von
der Lage des Erwartungswerts (was man zumindest an Beispielen
uberprufen kann).

© 2023 T* Deutschland

Seite 64



Stochastik - erhdhtes Anforderungsniveau

X: Wartezeit mit X~N ;.1 5 (1 Minute und 15 Sekunden sind 1,25
Minuten)
Gesuchtistz. B.furu =0 dannP(-1 <X <1)bzw.firu=1
P(0 < X < 2). Mit dem Befehl normCdf(a, e, u, o) ergibt sich:
Man erhélt P(—1 < X < 1) < 0,6, damit gibt es kein solches
Zeitintervall.
b
(4 BE)
.. X: Wartezeit mit X~N .1 55
Losung . R . ,
Gesucht wird zunachst derjenige Erwartungswert y, fur den gilt
P(X<3)=0,15.
Die Losung kann entweder durch
systematisches Probieren
oder aber auch mit dem nsolve-Befehl
bestimmt werden. Man erhalt
u = 4,29.
Hinweis: auch eine grafische Losung
ist denkbar:
Hiermit kann die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P(X > 5)
berechnet werden.
Es ergibt sich P(X = 5) = 28,6 %.
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Stochastik - Aufgabe 3 (erhohtes Anforderungsniveau)'’
1
a
(3 BE)
Lésun X: Anzahl der unrunden Balle und es gilt: X~B50.0,02-
9 | Firr den Erwartungswert E(X) = n - p ergibt sich mit n = 200 und
p = 0,02 der Wert 4.
Gesucht ist damit P(X < 4):
Man erhalt P(X < 4) = 43 %.
b
(3 BE)
Man kann diesen Zufallsversuch als zweistufig betrachten. Mittels des
Losung | Gegenereignisses zu:
,In mindestens einer dieser beiden Stichproben sind mehr als sechs
Balle unrund®, also:
,In beiden Stichproben sind hochstens sechs Balle unrund®, kann die
Berechnung erfolgen.
P(Y)=1-(P(X< 6) P(X<6))
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist ca. 20,6 %.

17 https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/pools2022/abitur/pools2022/mathematik/erhoeht/2022_M_erhoeht B_13.pdf
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c
(3 BE)
L& R: ,Ein Ball ist rund."
OSUNG | A: Ein Ball wird aussortiert.”
d
(2 BE)
L& Der Term 0,98 - 0,05 - 2000 gibt fur 2000 hergestellte Balle den
osung Erwartungswert fur die Anzahl der aussortierten runden Balle an.
Der Erwartungswert ist 98.
e
(4 BE)
. Wenn alle nichtaussortierten Balle noch einmal kontrolliert werden,
Losung

ergibt dies folgendes Baumdiagramm:

Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit ist dann:

P(RNANA) _ 0,02 - 0,12
P(ANA) 0,02:0,12 + 0,98:0,952

Pini(R) = ~ 0,023%.
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(2 BE)

Losung

Die gegebene Betragsgleichung |h —p| =c¢-
Stichprobengrofe n, der relativen Haufigkeit h und dem
Sicherheitsniveau c die Grenzen p1 und p2 des Konfidenzintervalls.

Die linke und die rechte Seite der zweiten Gleichung erhalt man durch
Umformen der Betragsgleichung.

Definiert man dann die linke Seite der letzten Gleichung als Funktion f
und die rechte Seite als Funktion g, so ergeben die Abszissen der
Schnittpunkte der Graphen von f und g eben die gleichen Losungen p+
und p2, also die Grenzen des Konfidenzintervalls.
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b
(4 BE)
Da die Funktion g mit g(p) = ¢? - p - (1 — p) unabhangig von n ist, wird
Lésung | bei einem gréReren Wert von n nur der Graph f mit f(p) = n- (h — p)?
eine Veranderung erfahren.
VergrolRert sich n, so verlauft der Graph von g steiler und der Tiefpunkt
bleibt am gleichen Ort. Damit ergibt sich ein kirzeres
Konfidenzintervall.
Hinweis: eine Kontrolle ist an der Grafik moglich.
c
(4 BE)

Durch Einsetzen der gegebenen
Werte n = 500, h = = und p; = 0,032
in die Betragsungleichung erhalt man

zunéchst die Gleichung
0,014 = 0,007871 - c.

Lost man nun das Gleichungssystem

aus der obigen Gleichung und der
Betragsgleichung, so erhalt man den

Wert p2 ~ 0,066.

Zusatzlich erhalt man auch einen
Wert c = 1,78 fur das
Signifikanzniveau, was einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von ca.

92,5 % entspricht.
Lésungsvariante:
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Kompetenzen im Umgang mit dem TI-Nspire™
CX CAS

Nachstehend werden zusammenfassend einige grundlegende Kompetenzen im Umgang

mit dem CAS-Rechner TI-Nspire™ CX CAS dargestellt. Sie erheben keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit.

Der Schiiler kann

— Einstellungen vornehmen, u. a.:
e Winkelmal (Grad- und Bogenmal}),
e angezeigte Ziffern,
o Helligkeit des Displays,

- das Betriebssystem aktualisieren,

~ den Prufungsmodus herstellen,

~ den Ladezustand Uberprufen.

— den Katalog und die Vorlagen nutzen.

— Dokumente
e anlegen,
speichern,
aufrufen,
I6schen,
in Probleme und Seiten gliedern.

— Variablen und Funktionen definieren
und l6schen.

(WITH-Operator) zur 2| =
Einschrankung von
Definitionsbereichen, zum Ersetzen von
Variablen u. a. verwenden.
(Zweitbelegung von [3)

— den Bedingungsoperator | > <H
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— Terme
e berechnen,
e umformen,
e ausmultiplizieren,
o faktorisieren,
e in unechte Bruche zerlegen.

— das Summenzeichen verwenden.

— Gleichungen/Ungleichungen/
Gleichungssysteme mit dem solve-
Befehl I16sen und dabei

— die Anzeigen des Rechners richtig
interpretieren.

— Gleichungen und Ungleichungen mit
nSolve naherungsweise losen.
(sinnvollen Startwert verwenden)

— Gleichungen mit grafischen Verfahren
I0sen.

— Ableitungen von Funktionen ermitteln.

— bestimmte und unbestimmte Integrale
von Funktionen bestimmen.
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— Grenzwerte von Funktionen ermitteln.

— den Definitionsbereich von
Termen/Funktionen ermitteln.

— Volumen von Rotationskdrpern
ermitteln.

— Graphen zeichnen und dabei ggf.

e (geeignete Fenstereinstellungen
vornehmen,

o Wertetabellen anzeigen,

o stlckweise definierte Funktionen
darstellen,

e Funktionenscharen darstellen,

e das Menu Graphen analysieren
nutzen,

e Schieberegler verwenden.

— einfache geometrische Objekte
konstruieren.

— den Zugmodus nutzen.

- GroflRen messen.

— Listen
o definieren,
e« auswerten.
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hohe 'druck iquo’cient

— Tabellen fullen.
— Spalten mit Listen verknupfen.
— Operationen auf Spalten bzw. Zellen 0  1013] 1.44508

anwenden. 2 3000 701 1.48517
8 6000 472 1.53746
d o000 307

b1
cr|=—'1
b2

— Diagramme in Data&Statistics erstellen.
- Daten mit Regression analysieren.

— Zufallszahlen erzeugen.

— Wahrscheinlichkeiten binomialverteilter
ZufallsgrofRen berechnen.

— binomial- und normalverteilte
ZufallsgréRen graphisch darstellen.
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— Berechnungen im Zusammenhang mit
normalverteilten ZufallsgroRe rationell
durchfuhren.

- ein
Normalwahrscheinlichkeitsdiagramm
erstellen und beurteilen

— Vektoren als Zeilen- oder
Spaltenvektoren eingeben.

— mit Vektoren rechnen

— den Betrag eines Vektors ermitteln.

— das Skalarprodukt zweier Vektoren
berechnen und anwenden.

— das Vektorprodukt zweier Vektoren
berechnen und anwenden.

© 2023 T* Deutschland Seite 74



Kompetenzen im Umgang mit dem TI-Nspire™ CX CAS

— Geradengleichungen der Form
— X =py +t-a als Variable speichern
und damit arbeiten.

— die gegenseitige Lage von Geraden
bzw. Geraden und Koordinatenebenen
bestimmen.

— Abstand Punkt — Gerade berechnen.

— den Abstand windschiefer Geraden
berechnen.

— Ebenengleichungen in Parameterform
als Variable speichern und damit
arbeiten.

— Ebenengleichungen in Normalen- und
Koordinatenform erstellen.
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— Matrizen erstellen und mit Matrizen
arbeiten.
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T° DEUTSCHLAND

000
[T | 73 Teachers Teaching with Technology

Netzwerk

Das T3 Lehrerfortbildungsnetzwerk richtet sich an Sie,
an Lehrerinnen und Lehrer, die sich zum sinnvollen
Einsatz digitaler Werkzeuge im MINT-Unterricht aus-
tauschen und weiterentwickeln wollen. T2 Deutschland
ist Teil des internationalen T® Netzwerks.

Fortbildungen

T2 Deutschland bietet Ihnen padagogisch-didaktische
Unterstltzung in Form von schulinternen Fortbildungen,
Online-Seminaren und Tagungen an.

Materialien

Aufgabenbeispiele, Tutorials, Videos und mehr nitzliche
Materialien fir lhren MINT-Unterricht stellen wir auf der
Materialdatenbank kostenlos zur Verfligung.

e Der T° EduBlog bietet exklusive Interviews, inspirierende Erfahrungsberichte und mehr

Informieren Sie sich. Machen Sie mit!

Nehmen Sie Kontakt zu uns auf unter:

www.t3deutschland.de | info@t3deutschland.de

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

u T3 Europe
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TI-Nspire™ CAS macht Schule

TI-Nspire™ CX CAS
Technologie

Ob Handheld, Software (Win/Mac) oder Tablet
(Win/iPad) - alle Produkte sind einzeln oder
als integrierte Lésung einsetzbar. Passendes
Zubehor unterstitzt den facheribergrei-
fenden Einsatz in Mathematik, Informatik,
Naturwissenschaft und Technik (MINT).

www.tinspirecas.de

Praxisorientierte Unterrichtsmaterialien

Nutzliche Aufgabenbeispiele fur Ihren Unterricht, kostenlose Downloads und Hinweise auf Verlagspubli-
kationen finden Sie auf der Tl Materialdatenbank, auch ganz speziell zur TI-Nspire™ CX Technologie.

Schauen Sie mal rein:
Tl Materialdatenbank: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

» Nutzen Sie beispielsweise unser kostenloses Ausleihprogramm!

» Ausfihrliche Produkt- und Serviceinformationen sowie Bezugsquellen finden Sie auf unseren
Tl Webseiten education.ti.com/de

» Die Tl Schulberater unterstltzen Sie gerne bei allen Fragen rund um den Einsatz von
Tl Rechnern im Unterricht: schulberater-team@ti.com

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

° www.youtube.com/TledtechDE

n education.ti.deutschland
u @TIEducationDE
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